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Résumé

Nous considérons le probleme de détection de ruptures multiples pour des séries chronologiques mul-
tivariées, y compris des processus fortement dépendants, avec un nombre inconnu de ruptures. Nous
supposons que la structure de covariance de ces séries chronologiques change de fagon abrupte & des dates
inconnues. La méthode adaptative proposée ici est capable de détecter des ruptures dans des séries mul-
tivariées indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.), faiblement et fortement dépendantes. Cette
méthode adaptative surclasse le critere de Schwartz, principalement dans le cas de données faiblement
dépendantes. Nous considérons des applications a des séries chronologiques multivariées de rendements
d’indices boursiers journaliers et a des séries générées par un marché financier artificiel.

1 Introduction

Détecter des ruptures dans des séries chronologiques multivariées a un intérét si nous pensons que ces
séries sont corrélées, et/ou que les composantes du processus vectoriel multivarié sont générées par le
méme processus. Cette hypothése est pertinente pour des marchés financiers ou des actifs corrélés sont
échangés. Des faits empiriques, reportés par exemple par Teyssiére [36, 37], mettent en évidence que
les volatilités et co—volatilités de plusieurs séries temporelles, des taux de change, ont le méme degré
de dépendance forte, une propriété qui peut étre causée par la non-stationarité commune a ces séries.
La présence de dépendance dans la volatilité des actifs financiers est encore un sujet de débats, bien
que de nombreux travaux, par exemple Mikosch et Starica [33], Kokoszka et Teyssiere [26], Lavielle et
Teyssiere [30], ont montré que la propriété de dépendance forte des volatilités est vraisemblablement
un artefact statistique, c-a-d principalement la conséquence de la concaténation de processus dont les
variances inconditionelles sont différentes ; voir aussi Giraitis et al. [14] pour une présentation de la
littérature sur les modeles de volatilité.



Du point de vue du praticien, les procédures de détection de ruptures sont d’'un grand intérét car
on ne connailt pas le processus qui génere les données étudiées. De plus, les données économiques sont
habituellement non stationnaires, et il peut étre intéressant d’approximer un processus inconnu et peut-
étre non stationnaire par des processus locaux stationnaires ; voir par exemple Dalhaus [12].

La littérature sur la détection de ruptures est vaste : on peut citer les ouvrages de Basseville et
Nikiforov [1], Brodsky et Darkhovsky [7], Csorgd et Horvath [11], Chen et Gupta [8]. Les articles de
Giraitis et Leipus [16, 15], Hawkins [19, 20], Chen et Gupta [9], Mia et Zhao [32], et Sen et Srivastava
[35] entre autres, présentent aussi un intérét.

La théorie statistique pour des processus de volatilité faiblement dépendants avec une seule rupture
a été developpée plus récemment ; voir par exemple Chu [10], Kokoszka et Leipus [24, 25], Horvéth,
Kokoszka et Teyssiere [21], Kokoszka et Teyssiere [26], Berkes et al. [2]. Les processus considérés dans ces
travaux ne sont plus i.i.d., mais faiblement dépendants. Pour le cas de processus fortement dépendants,
le lecteur est renvoyé aux articles de Giraitis, Leipus et Surgailis [17], Lavielle [27], et au chapitre de
Kokoszka et Leipus [23] dans le livre sur la dépendence de longue-portée édité par Doukhan et al. (2003),
qui passe en revue les travaux récents sur la détection de ruptures dans des séries dépendantes univariées.

La réalisation d’une seule rupture sur des données réelles est plutot rare, car les données économiques,
financieres, hydrologiques, biologiques, électrotechniques, etc., présentent des ruptures multiples : voir
par exemple Schechtman et Wolfe [34], Braun et al. [6], Lavielle et Moulines [29], Lavielle et Teyssiére [30].
Une procédure statistique capable de détecter des ruptures multiples est donc d’un intérét pratique. Il
a souvent été affirmé que les procédures de test pour des ruptures uniques peuvent étre étendues au cas
de ruptures multiples en utilisant la procédure de segmentation binaire de Vostrikova [39], qui consiste a
appliquer la procédure de détection de rupture unique sur I’échantillon complet, ensuite diviser la série
en deux au point de rupture détecté, et appliquer itérativement la procédure de détection de rupture sur
les deux segments jusqu’a ce que plus aucune rupture ne soit trouvée.

Dans Lavielle et Teyssiere [30], nous avons traité du probléme de comparaison des procédures de
détection globale et locale, et nous avons trouvé que l'utilisation des procédures de détection locales
pour détecter des ruptures multiples a ’aide de la méthode de segmentation binaire était trompeuse et
conduisait a une surestimation du nombre de ruptures.

Une approche globale signifie que toutes les ruptures sont détectées simultanément. Ces ruptures
sont estimées en minimisant une fonction de contraste pénalisée J(7,vy) + Spen(T) (voir [3, 27, 40]). Ici,
J(7,y) mesure 'ajustment du modele dont la séquence des ruptures est T avec les séries observées y. Son
role est de localiser les ruptures avec autant de précision que possible. Pour détecter des ruptures dans la
moyenne et/ou la matrice de covariance de séries multivariées, nous définissons la fonction de contraste
J(7,y) a partir du logarithme de la fonction de vraisemblance gaussienne, méme si les observations ne
sont pas gaussiennes. Le terme de pénalité pen(7) dépend seulement de la dimension K (7) du modele T
et augmente avec K (7). Le parametre de penalité § ajuste le compromis entre la minimisation de J (7, y)
(obtenue avec une grande dimension de 7) et la minimisation de pen(7) (obtenue avec petite dimension
de 7).

Des résultats asymptotiques ont été obtenus dans des contextes généraux théorique par Lavielle [27],
qui étendent les résultats précédents de Yao [40]. Nous verrons que cette approche est aussi trés utile
pour des applications pratiques, pour détecter des ruptures dans la moyenne et/ou la variance de séries
multivariées, avec la restriction que ces séries ont une segmentation commune 7. Une méthode adaptative
est proposée pour estimer le nombre de ruptures. Des expériences de simulation numériques montrent
que la méthode proposée surclasse le critere de Schwarz et donne de trés bons résultats.

Pour des séries chronologiques multivariées, algorithme de détection de ruptures est d’ordre O(mn?),



olt m est la dimension du processus vectoriel, au lieu de 'ordre O(n?) dans le cas univarié.

2 Une méthode d’estimation basée sur le contraste pénalisé
pour la détection de ruptures en dimension multivariée

2.1 La fonction de contraste

Nous supposons que le processus m-dimensionel {Y; = (Yi4,..., Ym,t)'} change de fagon abrupte et est
caractérisé par un parametre § € © qui reste constant entre deux ruptures. Nous utiliseront fortement
cette hypothese pour définir notre fonction de contraste J(7,Y").

Soit K un entier et soit 7 = {7,72,...,7k_1} une suite ordonnée d’entiers vérifiant 0 < 7 <
Ty < ...<Tg_1 <n. Pourtout 1 <k < K, soit U(Y,,_,+1,-.-,Y 1,;0) une fonction de contraste pour
estimer la vraie valeur inconnue du parametre d’intérét sur le segment k. En d’autres termes, 'estimateur
peme

du contraste minimum de HA(YT,PIH, ..., Y ), calculé sur le segment de T, est défini comme la

solution du probléme de minimisation suivant :

U (YTHH,...,Yfk;é(yfkﬁl, y .,YTk)) U s 41,...,Y1:0), V0 € O. (1)
Pour tout 1 < k£ < K, définissons G comme suit :
G(Yr 41 Y ) =U (YT,HH, Y B(Y .,YTk)) . 2)
Ensuite, définissons la fonction de contraste J(7,Y") :
s
JEY) == G(Yr 1Y), (3)
k=1

avec 19 = 0 et 7 = n.

Dans cet article, nous considérons des ruptures dans la matrice de covariance de la suite {Y;}. Plus
précisément, nous supposons qu’il existe un entier K*, une suite 7% = {77,73,...,7k.} avec 7§ =
0 <7 < .. <They < Tfx = n et K* (m x m) matrices de covariance X1,3s,..., X% telles que
Cov(Y ) =EY,—E(Y ) (Y, —E(Y,) =%, forr}_, +1 <t <77

Modeéle M1: 1l existe un vecteur m-dimensionel p tel que E(Y;) = p pour t = 1,2,...,n. De plus,
3 #3ppppour 1 <kES K —1.

Dans ce cas simple de ruptures dans la matrice de covariance, et sans rupture dans la moyenne, qui
présente un intérét pour des processus de volatilité multivariés processes, nous pouvons utiliser la fonction
de contraste suivante, basée sur la fonction de log—vraisemblance gaussiennne :

K
1 ~
J(r,Y) = £an log |25, |, (4)
k=1

ou ny = T — Tk—1 est la longueur du segment k, 3, est la matrice (m x m) de covariance empirique

calculée sur le segment k:
Tk

~ 1 _ _
Sho=— Y (Y -Y)(Y,-Y). (5)
k t=7p_1+1



Ici, Y = n~! Zle Y, est la moyenne empirique de la série m—dimensionelle Y; calculée sur la série
complete.

Modele M2: Il existe K* vecteurs m-dimensionels 1, ... pux+ tels que E(Yy) = pup pour 77, +1 <
t < 7. De plus, (g, Xx) # (Hr+1, Bry1) pour 1 <k < K* — 1.

Pour la détection de ruptures dans le vecteur des moyennes et/ou la matrice de covariance d’une suite
multivariée de variables aléatoires, cette fonction de contraste se réduit a :

K
1 ~
I Y) = =3 mlog S, (6)
k=1

ou la matrice ¥,, de covariance empirique de dimension (m x m) est calculée sur le segment & :

. 1 Tk _ _
27’1« = ; Z (Yt_YTk)(Yt_YTk)/ (7>

k t=Tr_1+1
1 Tk

t—r._,+1 Yt est la moyenne empirique de la série m—dimensionelle Y; calculée sur ce

onY, =mn,
segment.

Des résultats asymptotiques pour I'estimateur du contraste minimum de 7* peuvent étre obtenus dans
la cadre asymptotique suivant :

A1l Pour tout 1 < i< m et tout 1 <t <mn, définissons n;;, =Y;; —E (Y;,;). Nexiste C>0et 1< h<2
tels que pour tout u > 0 et tout s > 1,

u+s 2
E( Z "7t7i> < 0(9)5h~ (8)

t=u+1

(A1 est vérifiée avec h = 1 pour des suites faiblement dépendantes et 1 < h < 2 pour des suites fortement
dépendantes.)

A2 1l existe une suite 0 < a1 < as < ... < ag+_1 < ag~ = 1 telle que pour tout n > 1 et pour tout
1< k< K*—1, 7 = [nag).

Quand le vrai nombre K* de segments est connu, nous avons le résultat suivant sur la vitesse de
convergence de I’estimateur de contraste minimum de 7*:

Theoréme 2.1 Supposons que les conditions A1-A2 soient vérifiées. Dans le cas du modéle M1 (resp.
model M2), soit 7, les dates qui minimisent le contraste empirique J(7,Y) defini par 'équation (4)
(resp. (6)). Alors, la suite {n||Fn — T*||cc} est uniformement tendue en probabilité :

. . A _ x —
nILH;O 615{.10 P(K&l%_l [Tk — 3| > 06) =0. (9)

(Ici, J(T,Y) est minimisé sur toutes les séquences possibles T de longueur K*)

Preuve: La preuve est une application directe du Theoréme 2.4 de Lavielle [27]. Nous pouvons aisément
vérifier que les hypothéses H1-H2 de [27] sont vérifiées par les modeles M1 et M2 et sous les hypothéses
Al1-A2. 1

Ce résultat signifie que la vitesse de convergence de 7, ne dépend pas de la structure de covariance de
la série {Y;}. Pour des séries fortement mélangeantes, ainsi que pour des séries fortement dépendantes,
la vitesse optimale est atteinte puisque |7, — T*|lcc = Op(1).



2.2 Fonction de pénalité pour le probleme de détection de ruptures

Quand le nombre de ruptures est inconnu, nous 'estimons en minimisant une version pénalisée de la
fonction J(7,Y). Pour toute séquence de dates de ruptures 7, définissons par pen(r) la fonction de 7
qui augmente avec le nombre K (7) de segments de 7. Enfin, soit {7,} la suite de dates de ruptures qui
minimise :

U(r)=J(7,Y) + Bpen(T). (10)

Cette procédure est intuitivement simple : le critere d’ajustement doit étre compensé de telle fagon
qu’une trop grande segmentation soit pénalisée. Cependant, cette compensation ne doit pas étre trop
forte car une fonction de pénalisation trop forte conduit & une sous-estimation du nombre de segments.

Si 3 est une fonction de n qui tend vers 0 a une vitesse appropriée quand n tend vers l'infini, le
théoreme suivant établit que le nombre de segments estimés converge en probabilité vers K* et que
léquation (9) est toujours vérifiée.

Theoréme 2.2 Soit {3,} une suite positive de nombres réels telle que

Bpn — 0 and n*7 "B, — . (11)
n—oo n—oo
Alors, sous les hypothéses A1-A2, le nombre estimé de segments K(¥,), ou ¥, est Uestimateur du
minimum de contraste penalisé de T*, obtenu en minimisant J(T,Y )+ B.pen(T), converge en probabilité
vers K*.

(Ici, le la fonction de contraste J(T,Y) est minimisée sur l’ensemble de toutes les suites possibles T
et pour tous les K possibles, 1 < K < Koz, Kmaz etant une borne supérieure finie de K*)

Preuve: la preuve est une application directe du Theoréme 3.1 de Lavielle [27].1

En pratique, les résultats asymptotiques ne sont pas trés utiles pour sélectionner le terme de pénalité
Bpen(t). En effet, étant donné un signal observé de taille fixe et finie n, le parametre 3 doit étre fixé & une
valeur arbitraire. Quand le parametre [ est trés grand, seuls les ruptures abruptes les plus significatives
sont détectées. A linverse, une faible valeur pour § produit un nombre élevé de ruptures estimées.
Donc un choix doit étre fait, nous devons sélectionner une valeur de § donnant un niveau raisonnable de
résolution de la segmentation.

Les auteurs suggerent des fonctions de pénalité différentes en fonction du modele considéré. Par
exemple, le critére de Schwarz est utilisé par Braun et al. [6] pour détecter des ruptures dans des séquences
ADN.

Considérons d’abord la fonction de pénalité pen(7). Par définition, pen(7) doit augmenter avec le
nombre de segments K (7). Selon les criteres d’information les plus populaires tels que le critere d’Akaike
(AIC) et le critere de Schwarz (BIC), la fonction de pénalité la plus simple pen(7) = K(7) peut étre
utilisée. De plus, Yao [40] a démontré la consistence du critere de Schwarz pour quelques modeles.

Remarque 2.3 Dans le cas multivarié i.i.d., le paramétre de pénalité pour le critere de Schwarz est :

m(m+ 1) logn

= 12
p=mimr s (12
Pour réduire le cotut en temps calcul de l’algorithme tout en ayant le niveau précision acceptable requis
par Uestimation, les ruptures peuvent étre détectées sur une sous-grille d,2d,3d, ... de 1,2,...,n (nous



utilisons d = 10 pour les expériences de simulations numériques ). Dans le cas multivarié i.i.d., ou la
fonction J(T,Y) est estimée sur une grille de longueur d, le paramétre de pénalité pour le critére de
Schwarz est :

m(m + 1) log(n/d)

p= 2 n

(13)

Dans le cadre des modeles GARCH, les séries sont faiblement dépendantes. Dans les cas univarié
fortement dépendant, Lavielle and Moulines [29] ont suggéré d’utiliser :

4logn
8= (14)
ou ¥ € (0,1) est le parametre d’échelle du processus. Pour des données faiblement dependantes, ¢ = 0.
Cependant, un praticien étudiant des données réelles ne connait pas ¥, et doit l'estimer a partir des
données. Si le processus n’est pas stationnaire, les méthodes d’estimation dans le domaine spectral
donnent des résultats incorrects qui surrestiment 9 et donc augmentent de fagon artificielle 5. Une
possibilité est d’utiliser des méthodes d’estimation dans le domaine des ondelettes, mais dans ce cas une
grande taille d’échantillon est requise ; voir Teyssiere and Abry [38].

Remarque 2.4 Des résultats précis ont été obtenus récemment par Birgé et Massart [3] pour le modéle
suivant :
Y, =5"(i) +o0e;, 1<i<n, (15)

ot s*(i) = Zk 1Ml tigicry) est une fonction constante par morceaux. La suite {e;} est une suite
de bruits blancs gaussiens, de variance égale a 1. y est alors une suite gaussienne de variance constante
o? et de moyenne my, pour le segment k. L’estimateur de la méthode des moindres carrés pénalisés est
obtenu en minimisant

Z Z (Y; — Y3.)? + Bpen(T). (16)
k=1 i=7_1+1

Dans un contexte non asymptotique, Birgé and Massart [3] ont montré qu’une fonction de pénalité de la
forme

2 2
pen(r) = K(r) (14 clog 7= ). 6= " (17)
est optimale pour minimiser E (|37 — s*||?), ot la suite estimée de moyennes {3,(i)} est définie par

$-(1) = ZK(T) Ykl{m \+i<i<r ) Sur la base de quelques expériences de simulation numériques, les
auteurs suggerent d’utiliser ¢ = 2.5 pour ce modéle. Notons que quand le nombre K* de segments est
faible en comparaison avec la taille n de la série, cette fonction de pénalité optimale est une fonction
presque linéaire de K.

2.3 Un choix adaptatif du parametre de pénalité

Pour une fonction de contraste J donnée et une fonction de pénalité pen(7) donnée, le probleme se réduit
au choix du parametre 3.

Soit Kjprax une borne supérieure de la dimension de 7. Pour tout K, 1 < K < Kjax, soit Tk
I’ensemble de tous les modeles de dimension K:

TKZ{T:(T(),.‘.,’TK)€NK+1, To=0<7 <7 <...Tk—1 < Tk =n}.



Par définition le meilleur modele 7 de dimension K minimise la fonction de contraste J :

Fx =arg min J(7,Y). (18)

TETK
Notons que la suite {Fx,1 < K < Kjax } peut étre facilement calculée. En effet, soit G la matrice trian-
gulaire supérieure de dimension (n xn) telle que I’élément (4, j), pour j > iest G, ; = G(Y;, Y i1,... Y ),
ou G(Y,,...Y;) est la fonction de contraste calculée avec (Y;,Y;11,...Y ;). Donc, pour tout K,
1 < K < Kpjax, nous devons trouver le chemin 7 =0 < 71 < 79 < ..., < Tk_1 < Tk = N qui minimise

le cout total :
TS
'](T7Y) = Ezg‘rkfhm' (19)
k=1

Un algorithme de programmation dynamique peut calculer récursivement les chemins optimaux (Fx,1 <
Krax ), voir Kay [22]. Puisque nous considérons que les composantes du processus vectoriel m—dimensionel
{Y;} ont la méme segmentation 7, cet algorithme requiert O(n?) opérations comme dans le cas unidi-
mensionel.

Supposons que la pénalisation pen(7) dépende seulement de la dimension du modele, c-a-d de K le
nombre de segments, posons

Jx = J(TK,Y), (20)
pk = pen(t), V7 €eTk (21)
= pen(7g). (22)

Donc, pour tout parametre de pénalité 8 > 0, la solution 7(() minimise le contraste pénalisé :

#(#) = argmin(J(7,Y) + fpen()) (23)
= T (24)

ou R
K(p) = argmin{Jic + fpic}- (25)

La solution K (f3) est une fonction constante par morceaux de 3. Plus précisément, si K(3) = K,

Jrk +Bpx < in;II}(JL + BpL)- (26)
Donc, 3 vérifie
Jg —J Jr, —J
max KL < g < min LK (27)
L>K pr, — Pk L<K px — PL
Dong, il existe une suite {K; =1 < K3 < ...}, et une suite {8y = 0o > 1 > ...}, avec
Jr. — Ik,
By = s, (28)
pKH_l — PK;

telle que K(8) = K;, VB € [B;,8i—1). De plus, le sous-ensemble {(px,, Jk,),i > 1} est l'enveloppe
convexe de I'ensemble {(px, Jx), K > 1}.

La séquence estimée () ne doit pas fortement dépendre du choix du coefficient de pénalisation §.
En d’autres termes, une petite variation de 3 ne doit pas mener a une solution 7 radicalement différente.
Cette stabilité de la solution par rapport au choix de 3 sera assurée si nous retenons seulement les plus
grands intervalles [§;, B;—1),7 > 1.

En résumé, nous proposons la procédure suivante :



1. pour K =1,2,..., Kyax, calculer 7k, Jx = J(Fk,Y) et pg = pen(Fg),
2. calculer les séries {K;} et {8;}, et les longueurs {lx,} des intervalles [5;, B;—1),

3. garder le(s) plus grande(s) valeur(s) de K; telle(s) que lx, > Ik, pour j > i.

Remarque 2.5 Choisir le plus grand intervalle sous-estime habituellement le nombre de ruptures. En
effet, cet intervalle correspond habituellement a un trés petit nombre de ruptures et nous détectons seule-
ment les ruptures les plus brutales avec une telle fonction de pénalité. Ceci explique pourquoi on doit
chercher la dimension la plus élevée K; telle que lx, > i, pour tout j > i, pour retrouver les détails les
plus petits.

Au lieu de calculer seulement une seule configuration de ruptures, cette méthode nous permet de
mettre en avant différentes solutions de dimensions différentes. En effet, ce serait une illusion de croire
qu’une méthode completement aveugle peut donner la “meilleure” solution dans chaque situation. Si
deux dimensions K; et K; vérifient le critere suggéré a I'étape 3, il est plus adéquat de proposer ces deux
solutions a l'utilisateur, au lieu d’enlever I'une d’entre elles arbitrairement.

Remarque 2.6 Une méthode graphique classique et naturelle pour sélectionner la dimension K peut étre
résumée ainsi :

i) examiner comment le contraste Ji décroit quand K (c-a-d, px ) augmente,

i1) sélectionner la dimension K pour laquelle Jx cesse de décroitre significativement.

En d’autres termes, cette approche heuristique cherche la courbure mazimale de la courbe (px , Jk)-
La dérivée seconde de cette courbe est reliée directement avec la longueur de Uintervalle ([3;, Bi—1),7 = 1).
En effet, si nous représentons les points (px , Ji ), pour 1 < K < Kpyax, B; est la pente entre les points
(pr;» JK,) et (PK.y1s IK,yy ). Done, chercher quand Ji cesse de décroitre équivaut a chercher une rupture
dans la pente de cette courbe. Enfin, la variation de la pente au point (pr, Jx) est précisemment la
longueur L, de cet intervalle [B;, Bi—1).

2.4 Une procédure automatique pour estimer K

La méthode proposée requiert une inspection soigneuse de la séquence des longueurs {I;} mais est difficile
a automatiser. Nous proposons une autre approche pour sélectionner le modele qui fournit de trés bons
résultats et qui est bien plus facile & automatiser pour des applications pratiques.

L’idée de cette méthode est de modéliser la décroissance de la suite {Jx } quand il n’y a pas de rupture
dans la série {Y'; } et de chercher pour quelle valeur de K ce modele ajuste la série des contrastes observés.

Sans rupture dans la variance, la distribution jointe de la séquence {Jx } est trés difficile & calculer de
fagn analytique, mais quelques simulations de Monte-Carlo montrent que cette séquence décroit comme
a1 K + oK log(K).

Un exemple numérique est illustré par la Figure 1. Nous avons simulé dix séries de variables aléatoires
gaussiennes i.i.d. et calculé les séries {Jx} pour chacune d’entre elles. L’ajustement avec la fonction
c1K + caK log(K) est presque toujours parfait (r? > 0.999). Néanmoins, les coefficients ¢; et ca sont
différents pour chacune de ces séries.
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Figure 1: Dix séquences de fonctions de contraste {Jx } calculées & partir de dix séquences de variables
aléatoires gaussiennes i.i.d., dont le coeflicient de corrélation est p = 0.5

Nous proposons donc l'algorithme suivant :
Algorithme 1 Pouri=1,2,...,

1. ajuster le modéle :
Jrk =K + oK log(K) + ek,

a la série {Ji, K > K;}, en supposant que {ex} est une suite de variables aléatoires gaussiennes
centrées et i.i.d.,

2. évaluer la probabilité que Ji,_1 suive aussi ce modéle, c-a-d., estimer la probabilité
PKi = P(eKi_l 2 JKl—l - él(Kl - ].) + éQ(KZ - ].) IOg(Kl - 1)), (29)

sous le modéle estimé.

Alors, le nombre estimé de segments sera la plus grande valeur de K; telle que la P-valeur Py, soit plus
petite qu’un seuil donné a. Nous fizons o = 1077 et Kpyax = 20 dans les exemples numériques.

Remarque 2.7 Une nouvelle méthode a été introduite par Lavielle et Ludena [28] pour estimer le nom-
bre de coefficients significatifs pour des problemes de sélection de modéles. Le contraste utilisé pour ce
probléme de seuillage est basé sur un centrage aléatoire bien choisi des sommes cumulées partielles des
observations ordonnées. Ce contraste se comporte aussi comme c1 K + co K log(K) mais dans ce cas les

constantes ¢y et co peuvent étre calculées analytiquement. En effet, nous montrons dans ce papier que ce
contraste décroit comme —K — K Y ), 1 1/k~—K — Klog(n/K).



3 Expériences numériques avec des données simulées

3.1 Le cas i.i.d.
Nous évaluons la performance de la procédure de détection de ruptures avec des fonctions de pénalité
différentes en considérant le cas d’un processus i.i.d. Normal bivarié (m = 2) {Y, = (Y1,4,Y2,) }. Sous

I’hypothese nulle de matrice de covariance constante, le processus est défini ainsi
Yl,t 0 O’% (71’2
(YQ,JNNK(J)’(UM o2 )| (30)

_ g % 01,2
O'LQ 0'%
Nous étudions la taille et la puissance de la procédure pour des échantillons de taille n = 500 et

) est constante sur tous les intervalles [7y, T41]-
n = 1000, sous 'hypothese nulle d’absence de rupture et sous deux hypotheses alternatives avec ruptures

ou X, =

dans la matrice 3

1. PGD 0: aucun changement dans les parametres de X,
(31)

U% 01,2 2 2
Y= 5 ), t=1,...,n, oi=05=1012=05, |X|=0.75,
0'172 g5

Nous considérons comme alternatives deux processus génerant les données (PGD) avec deux rup-

tures dans la matrice de covariance aux dates 71 et 7o,

2. PGD 1: deux ruptures importantes (en amplitude) dans les parameétres de 3,

o? 01,2 2 2
¥ = 1 5 ), t=1,...,n, oi=053=1012=05, |X%;|=0.75,
0'1’2 0'2
o= (T T2 ) mrilm = Ld—25a— = S =15
t - 5_1’2 6’% 9 — 11 geeey 12,y 1 — 4LHUg — 4,012 \/*7 t|— 1.9
~2 ~ 1
g 01,2 ~2 ~2 ~
3 = L 25 , t=m+1,...,n, 07 =2,05=—,0 1, S |=v2 -1,
t <0_1’2 0,% > 2 1 2 \@ 1,2 | t|

3. PGD 2: une forte rupture et une rupture de faible ampleur dans les parametres de 3,

), t=1,...,71, oi=05=1,012=05 |%|=0.75,

2
Et = ( O-l 0-1’22
01,2 g5
a7 T12 _ _9 _
¥, = _ i) , t=m+1,...,m, i=105=2,012=V13, |X|=0.7,
0'172 g5
5—% 612 ~2 ~ ~
3y = 1o 52 | t=m+1,...,n, &67=15,65=22,612=V15 |3 |=15
, 2

Remarque 3.1 Ce qui importe réellement est 'amplitude des ruptures dans les composantes de 3, et
non dans le déterminant | ., | : | £, | peut rester constant mais les ruptures sont détectées pourvu que

les composantes de 3., changent substantiellement.
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3.2 Le cas faiblement dépendant : processus GARCH multivariés non-homogenes

Nous considerons ici le modele bivarié GARCH avec corrélation conditionelle constante introduit par
Bollerslev [4], et défini de la fagon suivante :

Yie |\ _ 3 ( €1 E€1,t5 0 10
< }/2,t ) o Et €.t ’ €2t N 0 4 0 1 ) (32)
ou les éléments diagonaux de X; varient dans le temps et sont des processus GARCH(1,1) univariés,
c-a-d,
= = ( o o ) L ope(-11), Chemerthiongtali, (33)

2 2 2 3 .
PO1,t02t 02t 034 =wa + Poog, 1 +a2¥s, 4

Le coefficient de corrélation p est constant. Cette spécification simple implique que la matrice de co-
variance conditionelle est toujours définie positive. Les lecteurs intéressés par les propriétés statistiques
formelles des processus multivariés de type ARCH sont renvoyés a la lecture de Boussama [5] et Doukhan,
Teyssiere et Winant [13].

Nous étudions la performance de procédures de détection de ruptures dans deux cas :

1. PGD 3: I'hypothese nulle de constance des parametres des composantes GARCH(1,1) de ;. Nous
fixons w1 = 0.1, 51 = 0.3, ap = 0.27 Wy = 0.157 ﬁg = 0.2, Qg = 0.2 et p = 0.5.

2. PGD 4: I’ hypotheése alternative de constance par intervalles des parametres de la forme fonctionelle
des éléments diagonaux de X; . Ce processus bivarié localement stationnaire est défini ainsi :

2 2 2
of, = wit+pior oYy,
7 : =l p=05, t=1,...,7, 34
03 = wat+ oo, 1tV g 1 ()
2 7 3,02 v Y2
oty = Wi+ fot, g FaYP
’ ” G107, v , =03, t=7mn+1,...,70, 35
03, = Ot Bhod itV 1 2 »
oty = O+ fiof g +anYe p=07, t=7+1,...,n (36)
03y = ot a0d g +anYF ] ’ o

Nous fixons w1 = 0.1, f1 = 0.3, a1 = 0.2, wa = 0.15, B2 = 0.2, ap = 0.2, w3 = w1 = 0.2,
B1=01=01,a =a; =0.1, &y = wy = 0.05, B = B3 = 0.3, @z = as = 0.2, c-a-d, a la date 7,
tous les parametres du processus changent, tandis qu’a la date 7o, seul le coefficient de corrélation
p change.

Pour n = 500, nous fixons 73 = 200 et 75 = 350, tandis que pour n = 1000, nous choisissons 7 = 400
et Ty = 700.

Les tables 1, 3 et 2 ci-dessous reportent les performances de la procédure de détection de ruptures en
utilisant le critére de Schwarz, équation (13), pour les PGD 1 4 PGD 4.

Remarque 3.2 Dans la cadre du modéle GARCH bivarié avec une seule rupture, nous avons fait
une comparaison, sur la base de simulations, entre cette procédure et l'extension au cas multivarié
de procédures de détection paramétriques univariées, par exemple le test du rapport de vraisemblance
généralisé ; voir Kokoszka et Teyssiére [26]. La procédure semiparamétrique gaussienne considérée ici
apparait largement plus rapide car estimer les paramétres d’un modéle GARCH(1,1) bivarié sur une
fenétre mobile est assez cotteur en temps calcul.
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Table 1: Nombre moyen de ruptures détectées et leur localisation en utilisant le critere de Schwarz,
n = 500, 7 = 200,72 = 350 (sur la base de 5000 simulations). Les écart-types sont entre parentheses

PGD Nombre de ruptures Ty Ty
PGD 0 0.2590 (0.59) — —
PGD 1 2.3148 (0.67) 191.1580 (52.11)  324.4140 (59.33)
PGD 2 2.3310 (0.66) 187.6320 (41.33)  325.5490 (62.23)
PGD 3 2.1626 (1.47) — —
PGD 4 3.8324 (1.55) 145.6920 (73.07) 243.7830 (100.99)

Table 2: Nombre moyen de ruptures détectées et leur localisation en utilisant le critere de Schwarz,
n = 1000, 77 = 400, 72 = 700 (sur la base de 5000 simulations). Les écart-types sont entre parentheses

PGD Nombre de ruptures 5 To
PGD 0 0.1354 (0.43) — —
PGD 1 2.2102 (0.51) 385.6060 (70.00)  666.3900 (97.71)
PGD 2 2.2010 (0.50) 385.5100 (63.74)  670.5840 (94.02)
PGD 3 2.4684 (1.68) — —
PGD 4 4.2904 (1.83) 287.1220 (143.60) 466.998 (208.85)

Table 3: Nombre moyen de ruptures détectées en utilisant le critére de Schwarz, n = 100 (sur la base de
5000 simulations). Les écart-types sont entre parentheses

PGD Nombre de ruptures

PGD 0 1.2678 (1.39)
PGD 3 2.1618 (1.68)

Remarque 3.3 Dans le cas faiblement dépendant, c-a-d les PGD 3 et PGD 4, l'utilisation du critére
de Schwarz défini par l’équation (13) conduit ¢ une surestimation du nombre de ruptures.

Remarque 3.4 Dans le cas faiblement dépendant, c-a-d le PGD 4, si les paramétres w;, B; et
changent de telle fagon que les variances inconditionelle 032- des processus GARCH(1,1) correspondants,
égales a w;/(1 — B; — « ), j = 1,2, restent constantes ainsi que p avant et aprés la rupture, alors le
nombre de ruptures détectées tend vers le nombre de ruptures détectées sous hypothese nulle du PGD 3.
Ceci est similaire a ce qui est observé pour des tests de rupture dans le cas univarié ; voir Kokoszka et
Teyssiére [26]. Cependant, dans le cas multivarié, nous attendons que ce cas de constance de la variance
inconditionelle pour toutes les composantes de 3y ne se produise pas, donc la procédure reste utile.

Les tables 4, 5 et 6 ci-dessous reportent la performance de la méthode adaptative. Bien que cette
procédure automatique ne soit pas adaptée a un exercice de simulation, car elle requiert une interaction
avec l'utilisateur pour sélectionner la segmentation, elle & une meilleure performance que celle du critere
de Schwartz, principalement dans le cas de données faiblement dépendantes, ce qui est intéressant pour
étudier des données financieres. Une comparaison entre les résultats reportés dans les tables 3 et 6
montrent que pour de trés petits échantillons (n = 100) générés par un processus homogene, 1'utilisation
du critere de Schwartz conduit & une surestimation du nombre de ruptures, tandis que la méthode
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adaptative donne des résultats fiables. Pour les plus grands échantillons, la méthode adaptative donne
des estimations précises des dates de rupture : le biais et les écart-types des dates de ruptures estimées
sont bien plus petits quand on utilise la méthode adaptative que quand on utilise le critére de Schwartz.

Table 4: Nombre moyen de ruptures détectées et leur localisation en utilisant la méthode adaptative,
n = 500, = 200,72 = 350 (sur la base de 5000 simulations). Les écart-types sont entre parentheses

PGD Nombre de ruptures 1 Ta
PGD 0 0.1248 (0.62) — —
PGD 1 1.7974 (0.52) 236.1160 (69.32) 345.6080 (27.48)
PGD 2 1.8290 (0.61) 196.7920 (25.61) 342.9910 (43.26)
PGD 3 0.2962 (0.90) — —
PGD 4 1.5650 (0.83) 217.1770 (64.31)  330.1390 (61.25)

Table 5: Nombre moyen de ruptures détectées et leur localisation en utilisant la méthode adaptative,
n = 1000, 7y = 400, 72 = 700 (sur la base de 5000 simulations). Les écart-types sont entre parenthéses

PGD Nombre de ruptures 1 To
PGD 0 0.1312 (0.62) — —
PGD 1 1.9968 (0.19) 405.4200 (47.37)  697.6540 (29.17)
PGD 2 2.0508 (0.32) 396.2610 (33.38)  693.3310 (57.41)
PGD 3 0.3130 (0.84) — —
PGD 4 2.0554 (0.74) 402.9410 (83.95) 671.697 (103.005)

Table 6: Nombre moyen de ruptures détectées en utilisant la méthode adaptative pour n = 100 (sur la
base de 5000 simulations). Les écart-types sont entre parentheéses

PGD Nombre de ruptures

PGD 0 0.1442 (0.66)
PGD 3 0.1314 (0.59)

4 Application a des séries financieres multivariées

Puisque la méthode fonctionne bien pour détecter des ruptures dans des processus GARCH multivarié
qui sont largement utilisés pour modéliser des séries multivariées de rendements d’actifs financiers, nous
appliquons cette méthode a des séries multivariées de rendements sur des données de marchés financiers
réels et artificiels.

4.1 Le série bivariée de rendements sur les indices FTSE 100 et S&P500

Nous considérons le processus bivarié de rendements journaliers (71,4, 72, ), avec r; ¢ = 100x10og(Y;+/Y; 1—1),
les Y;+ étant observés sur une échelle des temps commune entre janvier 1986 et novembre 2002, c-a-d,
n = 4225.
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Les resultats obtenus avec la méthode adaptative et d = 1 sont reportés dans la table 7 et par la
Figure 2. Les nombres possibles de segments obtenus par pénalisation sont 1, 4, 6, 11, 19 et 24. Le
nombre de segments estimés est clairement K = K3 = 6. En effet, cette solution est obtenue pour
B € [85.57,203.22) : la longueur de cet intervalle est I35 = 117.65. De plus, la P-valeur pour K3 = 6 est
p3 = 8.81e-10 qui est bien plus petite que les P-valeurs obtenues avec des valeurs plus grandes de K.
Nous voyons que 'ajustement obtenu pour la série (Jx,6 < K < 30) est excellent, mais que ce modele
produit une prédiction sous-estimée de Js.

Table 7: Indices FTSE 100 et S&P 500 :

K; Bi Bi-1 li Di

1 ] 692.97 Inf Inf -

4 | 203.22 | 598.20 | 394.98 | 1.76 e-011
6 85.57 | 203.22 | 117.65 | 8.81 e-010
11 41.46 | 65.88 | 24.42 0.0134
19 29.68 | 37.03 7.35 0.2808
24 | 2218 | 27.60 5.42 0.0068

intervalles du parametre de pénalité et les P-valeurs

2000
1000
O,
-1000 |-
-2000 |-
_3000 1 1 1 1
0 10 15 20 25 30
K
-1000
-1500 |- -
-2000 |- -
~2500 : : ‘ :
0 10 15 20 25 30
K
Figure 2: Indices FTSE 100 et S&P500 : détection adaptative avec o = 10 Haut : la série de
contrastes {Jx,1 < K < 30}; Bas : o : la série de contrastes {Jx,6 < K < 30} ; — : le modele ajusté

pour {Jk,6 < K < 30}; * :

la valeur prédite de J5 avec ce modele ajusté

En utilisant la méthode adaptative, nous obtenons 6 segments et ¥ = {448,508, 1715, 2826, 4119} tan-

dis qu’avec le critere de Schwartz, nous obtenons + = {447,457, 508, 672,951, 962, 1152, 1224, 1580, 1715,
2466, 2750, 2967, 2978, 3161, 3215,3995,4116}. Des résultats similaires sont obtenus avec une sous-grille
(d=5oud=10).
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La segmentation sélectionnée par la méthode adaptative correspond aux évenements suivants :

e 71 = 448, 75 = 508 : l'accroissement et la baisse de la volatilité aprés le krach boursier d’octobre
1987,

e 7, = 2826 : la crise Asiatique de 'été 1997,

e 75 = 4119 : mai 2002, augmentation de la volatilité due a I’éclatement de la bulle Internet, et aux
banqueroutes frauduleuses d’Enron et WorldCom, qui ont jeté un doute sur la position comptable
réelle de plusieurs firmes, et ont accru le niveau d’incertitude.
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Figure 3: Détection adaptative. Haut : La série des rendements sur le FTSE 100 avec les ruptures
estimées représentées par des lignes verticales ; Bas : La série des rendements sur le S&P 500 avec les
ruptures estimées représentées par des lignes verticales
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Figure 4: Critere de Schwarz. Haut : La série des rendements sur le FTSE 100 avec les ruptures estimées
représentées par des lignes verticales ; Bas : La série des rendements sur le S&P 500 avec les ruptures
estimées représentées par des lignes verticales
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Il apparait que la procédure adaptative détecte seulement les ruptures majeures, c-a-d les krachs
boursiers.

Pour illustrer simplement la segmentation, la figure 5 ci-dessous montre la fonction d’autocorrélation
empirique (ACF) des séries de rendements en valeur absolue sur les indices S&P 500 (|rg|), FTSE
100 (|rrl), et la co—volatilité des deux séries \/|rgrr|, pour I'échantillon complet et pour le segment
[508 : 1715]. L’apparente dépendance forte de ces trois séries, telle qu’observée sur I’échantillon complet,
apparait comme un artefact statistique : il y a en effet une forme de dépendance forte, car la fonc-
tion d’autocorrélation empirique n’est pas nulle pour les ordres les plus élevés, mais le comportement
de l'autocorrélation empirique sur lintervalle [508 : 1715] est différent de celui observé sur I’échantillon
complet.
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Figure 5: Colonne de gauche : De haut en bas les autocorrélations des rendements en valeur absolue sur
le S&P 500 (|rg|), le FTSE 100 (|rrp|), et la série de leur co—volatilité /|rgrp| sur I’échantillon complet.
Colonne de droite : La fonction d’autocorrélation empirique de ces trois séries sur I'intervalle [508 : 1715]
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4.2 Une série trivariée de rendements d’actifs dans le secteur financier

Nous considérons ici trois séries de logarithmes de rendements d’actifs sur trois banques, Citybank (City),
Bank of America (BoA) et Banque Nationale de Paris (BNP), observés journalierement entre le 8 avril
1999 et avril 2002, soit 752 observations. Ces séries ont été étudiées dans un cadre univarié par Kokoszka
et Teyssiere [26]. Avec la méthode adaptative nous obtenons 7 = {512,612,634}, les deux derniéres
ruptures correspondant aux fortes variations causées par les évenements du 11 septembre 2001.
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Figure 6: Méthode adaptative:

Haut :

L
200

L
300

L
600

La série des rendements sur l'actif BNP avec les ruptures estimées représentées par des lignes

verticales ; Milieu : La série des rendements sur 'actif BoA avec les ruptures estimées représentées par
des lignes verticales ; Bas : La série des rendements sur I’actif City avec les ruptures estimées représentées
par des lignes verticales.
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4.3 Marchés financiers artificiels

Dans les deux exemples précédents, le processus de ruptures était inconnu, et la cause de celles-ci semblait
exogene, c-a-d, causée par des éveénements extérieurs. Nous considérons ici un processus multivarié
avec processus de ruptures connu et endogene. Nous étudions des séries multivariées simulées d’un
marché financier artificiel, c-a~-d, un systeme dynamique qui modélise des marchés financiers avec agents
interactifs. Ce processus bivarié (Py ¢, P> ;) de taux de change a été introduit par Teyssiere [36], ce cadre
pouvant étre utilisé pour généraliser les marchés artificiels univariés au cas multivarié.

Ce processus multivarié génere des ruptures communes dans le processus de volatilité, et exhibe le
méme type de dépendance que celle observée dans les séries financiéres multivariées ; voir Teyssiere [36].
Notons que [18] suggerent que des ruptures communes peuvent expliquer la persistance commune de la
volatilité du prix des actifs financiers.

L’hypothese principale de ces modeles est que les agents sont hétérogenes, ils different par leur fonction
de prévision du prix des actifs financiers, mais ont un comportement moutonnier, car ils tendent & suivre
I’“opinion du marché”, c-a-d, la prévision prédominante du prix des actifs.

Depuis Bachelier, I’hypothese classique est que les marchés financiers sont “efficients”, c-a-d, condi-
tionellement a I;, I’ensemble d’information a la date ¢, la meilleure prévision du prix des actifs est :

E(Pi1|l:) = P (37)

De plus, les prix sont supposés indépendants. Si la premiére affirmation, equation (37) est acceptable,
la seconde affirmation sur l'indépendance est fausse : Mandelbrot [31] donne de nombreux exemples
d’opérateurs de marchés financiers utilisant cette dépendance pour élaborer leurs stratégies. Notons que
prédire les prix a peu de sens, alors que prédire leur volatilité a un sens ; voir & ce sujet Mandelbrot [31].

Nous considérons un marché avec deux sortes d’opérateurs, chartistes et fondamentalistes, qui different
par leur fonction de prévision sur le taux de change futur. Cette fonction de prévision de I'agent ¢ sur
le taux de change futur j, j = 1,...,m, est une fonction de ’ensemble d’information I;, et est notée
par Ei(Pj7t+1|It). Les chartistes extrapolent le prix P;;y; en utilisant une fonction linéaire des prix
précédents :

MC
E° (Pj,t—&-l‘lt) :Zhj,lpj,t—la .] = 17"'7m7 (38)
1=0
ou hjg, L =0,..., M sont des constantes, M est la “mémoire” des chartistes, tandis que les fondamen-

talistes prévoient que le prix suivant differe peu d'une série de prix “fondamentaux” P; .t :

Mt
ET (Pjyy1|l) = Py + Zyj,l(Pj,tflJrl —Pjs), j=1,...,m, (39)
1=1
onvj,l=1,....M f sont des constantes positives représentant le degré de retour vers les “fondamen-

taux”, M' est la “mémoire” des fondamentalistes. Nous supposons que la série des “fondamentaux”
Pjt, qui peuvent étre interprétés comme le prix si ils étaient expliqués seulement par un ensemble de
variables pertinentes, suit une marche aléatoire :

pj,t = Pj7t—1 +Ejt, Ejr N(O,Ugj), j=1...,m. (40)

Les agents ont la possibilité entre investir sur le marché domestique dans un actif sans risque et investir
sur les marchés étrangers dans des actifs risqués. Nous notons par p;; le taux d’intérét étranger, par dj ,
:
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la demande de monnaie étrangere j, par 'agent i, a la date ¢, et par r le taux d’intérét domestique, avec
pjt > 1. Le taux de change P;; et le taux d’intérét étranger p;; sont considérés par les agents comme
des variables aléatoires indépendantes, avec Ep;; = p; et Var(p;;) = O’%j. Nous notons par Wj,,, la
richesse cumulée de 'individu i a la date ¢t + 1, avec actif j :

Wi = (L4 prer) Preadyy + (Wi, = Prad )(1+7), j=1,....m. (41)
Les agents ¢ ont une fonction d’utilité standard du type moyenne—variance :

U(Wf,tﬂ) = E(Wf,tﬂ) - Ajvar(Wf,tH)’ (42)

ou A; est le coefficient d’aversion au risque :

EW; ally) = (1+p))E'(PjasalL)d, + (W), — Pyads ) (147), (43)
Var(Wj, 1 |1L) = (d5,)°Cer G = Var (P (14 pje41)), (44)

Ei(.|I;) étant la prévision d’un agent de type i.

Soit k; la proportion de fondamentalistes & la date ¢. Nous supposons que le processus des opinions {k; }
est le méme pour les deux marchés, car des changement structurels d’opinion n’affectent pas un marché
particulier : les mémes changements d’opinion de chartiste & fondamentaliste, et vice-versa, affectent des
marchés corrélés, par exemple les marchés des changes. Les opérateurs des marché financiers travaillent
sur plusieurs taux de change, et un fondamentaliste (resp. chartiste) sur un marché agira comme fonda-
mentaliste (resp. chartiste) sur les autres marchés. Donc, kEY (Pj41|1;) + (1 — ki) E€(Pj451|1;) est la
prévision pour le marché j.

La demande d;t pour le marché j est obtenue en maximisant la fonction d’utilité espérée. Les
;
conditions du premier ordre pour chaque marché j nous donnent :

(1 + pj) (ke B (Pya| 1) + (1 = k) E“(Pyaga L)) — (1 +7) P
dj+ = . (45)
2GjtAj
Notons par X l'offre exogéne de monnaie étrangere, alors la condition d’équilibre pour chaque marché
j requiert que l'offre et la demandent s’équilibrent, c-a-d X;; = d;, donc

L+pj

1+7 '

P- =
Jit 1+7r

(ke BT (Pj o |I) + (1 — ko) E°(Py e |1y)) — (46)

D’aprés I’équation (46), la dynamique du processus des prix {P;} dépend de ’évolution du processus
{k:}, c-a-d la proportion de fondamentalistes, qui gouverne la transition entre les deux fonctions de
prévision EY(Pj41|I;) et E(Pj411/1;). Plusieurs mécanismes d’évolution du processus d’opinion {k;}
ont été proposés dans la littérature : {k;} peut étre ou bien le résultat d’une diffusion des opinions de type
épidémique, ou bien le résultat d’'un processus d’apprentissage fondé sur la comparaison de la précision
des fonctions de prévision en utilisant la U-statistique de Theil (voir [36]), ou bien une décision fondée
sur la comparaison entre les profits obtenus avec chaque fonction de prévision, etc.

Si nous supposons que m = 2, c-a-d, les agents sont actifs sur deux marchés des changes, le proces-
sus bivarié des taux de change dépend de deux taux d’intérét étrangers (p1,p2). Nous supposons que
2¢;. 0 Xj1/(1+ p;) = 7P pour j = 1,2, et M¥ = M¢ = 1, alors le prix d’équilibre pour le modele
bivarié est donné par :

ki— D kivii p 1—Fk¢)hy,

< Py > B TP = St P+ (Ahodhyy At; 2Py (47)
=1 2, 5 kovsa 5 1—kJha )

Py, tA2'Y2 Py — tAz 1 Pyy1+ (14722,1]32715_1

20



avec 1+
.

A, = —(1—=k)h;o — kiviq. 4

Ty ( )hjo — ke (48)

Nous supposons que le processus bivarié des fondamentaux (P ¢, P2 ) est positivement corrélé comme

Py Py €1t €1t 0 of o012 ﬂ
= = =" + ’ 5 ’ ~ N ) 5 ) 49
< P27t > < P2’t_1 > < E27t > < E2,t > |:< O > < 0-172 U% ( )

avec 01,2 > 0. Dans l'exemple considéré ici, nous choisissons 012 de telle fagon que le coefficient de
corrélation entre les deux processus €1 et €2 est égal a 0.75, un choix motivé par des résultats em-
piriques ; voir [37, 36].

Les parametres des deux processus sont fixés de la fagon suivante : les trois taux d’intérét annuels sont
égaux a p; = 0.07, p2 = 0.08, r =0.04, v; =090 — (1 +7)/(1 4+ p;),j = 1,2, hi 9o = 0.635, ho o = 0.65,
hji=1—=hjo,7=1,2, v11 = 0.60, vo; = 0.55. ~; est choisi de telle fagon que le processus des prix
est plus volatile quand 'opinion des chartistes est prédominante, donc les fondamentalistes stabilisent
le marché. Avec un autre choix des parametres, par exemple v; = 1 — (1 +7)/(1 + p;), nous obtenons
le résultat inverse, c-a-d, les chartistes stabilisent le marché. Nous considérons le choix précédent car il
apparait le plus vraisemblable.

Nous simulons la série bivariée (P 4, Pg,t)' et détectons les ruptures dans la matrice de covariance X
de la série bivariée de rendements (71 ¢, r27t)', avec 754 = 100 xlog(Pj +/Pj 1), j = 1,2. Avec la méthode
adaptative nous trouvons la segmentation 7 = {409, 1016, 2115,2657, 3431}, illustrée par la figure 7 ci—
dessous, tandis qu’avec le critére de Schwarz pour des observations i.i.d., équation (12), nous obtenons
la segmentation suivante 7 = {112,169, 463,1016, 1947, 2115, 2656, 2727, 2830, 3036, 3431}. Notons que
nous obtenons la segmentation avec la méthode adaptative sans avoir recours a une grille. L’utilisation
d’une grille, avec d = 10, donne 7 = {410, 1020, 2120, 2660, 3440}, ce qui n’est pas une approximation
trop mauvaise.

La figure 7 montre que la procédure de détection adaptative est capable de capturer les changements

de volatilité générés par les variations du processus d’opinions {k;} gouvernant 1’évolution de la volatilité
du processus bivarié des prix.
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Figure 7: Haut : la série r1; avec les ruptures estimées ; Milieu : la série rp ; avec les ruptures estimées ;
Bas : la série k; avec les ruptures estimées.
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