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@ Considérons une série chronologique observée {Y7,..., Y7},

o Cette série est elle caractérisée par un vecteur f de paramétres constant ?
@ Ou bien ce vecteur de parametres 0 évolue-t'il dans le temps ?

@ Pour les séries financieres, I'hypothese de constance des parameétres du
processus de volatilité est peu plausible,
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Problématique

Considérons une série chronologique observée {Yy,..., Y71},
Cette série est elle caractérisée par un vecteur 6 de parameétres constant ?
Ou bien ce vecteur de parameétres 6 évolue-t'il dans le temps ?

Pour les séries financieres, |I'hypothése de constance des parameétres du
processus de volatilité est peu plausible,

La détection de ruptures d'un processus de volatilité GARCH permet d’estimer
les parametres de ce processus sur le plus grand intervalle d’"homogénéité, et
donc d’avoir un estimation non biaisée de la volatilité actuelle
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Ceci est primordial pour :

© Les gestionnaires de risque qui utilisent des modeles GARCH pour calculer la
VaR,
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Problématique

Considérons une série chronologique observée {Yy,..., Y71},

Cette série est elle caractérisée par un vecteur 6 de parameétres constant ?
Ou bien ce vecteur de parameétres 6 évolue-t'il dans le temps ?

Pour les séries financiéres, I'hypothése de constance des parameétres du
processus de volatilité est peu plausible,

La détection de ruptures d'un processus de volatilité GARCH permet d’estimer
les parametres de ce processus sur le plus grand intervalle d’"homogénéité, et
donc d’avoir un estimation non biaisée de la volatilité actuelle

Ceci est primordial pour :

© Les gestionnaires de risque qui utilisent des modeles GARCH pour calculer la
VaR,

@ Les traders qui utilisent les modeéles GARCH pour corriger le biais de la formule
de Black-Scholes.
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Détection de ruptures : Un exemple, I'indice FTSE 100
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Figure: Rendements sur I'indice FTSE 100 X; = log(P:/P:—1) (1986-2002)

Nous observons un phénomeéne d' “intermittence” : des périodes de forte variabilité
succédent a des périodes de faible variabilité.
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Un découpage de cette série en périodes de méme variance
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Figure: Rendements sur I'indice FTSE 100 X; = log(P:/P:—1) (1986-2002)

Note

La méthode adaptative Gaussienne utilisée pour obtenir ce découpage sera présentée plus loin
dans la lecon.
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Propriétés empiriques de “dépendance forte” de la volatilité
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Figure: ACF de la valeur absolue des rendements | X;| sur cet indice boursier (1986-2002)

Remarque

L’ACF de cette série décroit hyperboliquement vers zéro, ce qui est typique d’un processus
fortement dépendant.
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@ Pour un processus a mémoire courte (et faiblement dépendant) la fonction
d’'autocovariance décroit rapidement vers 0, le taux de décroissance est dit
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Caractérisation de la dépendance d'un processus par I'ACF

@ Pour un processus a mémoire courte (et faiblement dépendant) la fonction

d’'autocovariance décroit rapidement vers 0, le taux de décroissance est dit

exponentiel,
o

Y k)l <eo

k=—o00
Exemple
Processus AR(1) Y: = a1 Y:—1 + &, qui admet une solution stationnaire si |a;| < 1,

2
W) = 7ok, ot = Var()

@ Pour un un processus stationnaire du second ordre fortement dépendant,
["autocovariance décroit de fagon hyperbolique comme suit :

(k) ~ k¥ d €(0,1/2),
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Considérons |'ACF sur des sous-intervalles

Figure: ACF de la valeur absolue |X;| sur les intervalles :
a: Haut, gauche: [1,112] ; b: Haut, droite: [113,568]
c: Bas, gauche: [569,624] ; d: Bas, droite: [625,1840]
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des processus fortement dépendants.

Q Les séries financiéres, étudiées dans leur ensemble, présentent certaines caractéristiques

@ En revanche, lorsque ces séries sont étudiées sur des sous-intervalles, les propriétés de
dépendance forte sont moins aisément mises en évidence.
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Conclusions temporaires (voir aussi la legon 1)

© Les séries financieres, étudiées dans leur ensemble, présentent certaines caractéristiques

des processus fortement dépendants.

@ En revanche, lorsque ces séries sont étudiées sur des sous-intervalles, les propriétés de
dépendance forte sont moins aisément mises en évidence.

© Dans ce cas particulier, la propriéte de dépendance forte était déduite du comportement

asymptotique de la fonction d'autocorrélation empirique

ﬁy(k):Z:((g;, IND) T; P Yek — 7). Av(0) = Var (V).
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Conclusions temporaires (voir aussi la legon 1)

© Les séries financieres, étudiées dans leur ensemble, présentent certaines caractéristiques

des processus fortement dépendants.
@ En revanche, lorsque ces séries sont étudiées sur des sous-intervalles, les propriétés de

dépendance forte sont moins aisément mises en évidence.
© Dans ce cas particulier, la propriéte de dépendance forte était déduite du comportement

asymptotique de la fonction d'autocorrélation empirique
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@ On peut alors se poser la question de |'adéquation des méthodes statistiques simples
(voire naives) utilisées,
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Conclusions temporaires (voir aussi la legon 1)

© Les séries financieres, étudiées dans leur ensemble, présentent certaines caractéristiques
des processus fortement dépendants.

@ En revanche, lorsque ces séries sont étudiées sur des sous-intervalles, les propriétés de
dépendance forte sont moins aisément mises en évidence.

© Dans ce cas particulier, la propriéte de dépendance forte était déduite du comportement
asymptotique de la fonction d'autocorrélation empirique

~ _ ’AYY(k) 1 — o = Var
pY(k) - F’?Y(O)’ =T" tzk;l yt k y)7 fYY(O) Va (Y)

@ On peut alors se poser la question de |'adéquation des méthodes statistiques simples
(voire naives) utilisées,

© D’abord, la fonction d'autocorrélation est peu informative si le processus n'est pas
Gaussien (Samorodnitsky, 2002) ce qui est le cas des données financiéres.

Gilles Teyssiere, Université de Goteborg, et Invité CREST, LS Formation par la Recherche, Ensae-Crest, Mars-Avril 2007, Lecon 3




Introduction

Détection de ruptures : Tests paramétriques
Détection de ruptures : Tests semiparamétriques
Détection de ruptures multiples

Conclusions temporaires (voir aussi la legon 1)

Les séries financieres, étudiées dans leur ensemble, présentent certaines caractéristiques
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On peut alors se poser la question de I'adéquation des méthodes statistiques simples
(voire naives) utilisées,

© D’abord, la fonction d'autocorrélation est peu informative si le processus n'est pas

Gaussien (Samorodnitsky, 2002) ce qui est le cas des données financiéres.

@ Ensuite, si le processus n'est pas faiblement stationnaire (stationnarité du second ordre),

les conclusions tirées du comportement asymptotique de la fonction d'autocorrélation
empirique sont fausses.
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Conclusions temporaires (voir aussi la legon 1)
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On peut alors se poser la question de I'adéquation des méthodes statistiques simples
(voire naives) utilisées,

© D’abord, la fonction d'autocorrélation est peu informative si le processus n'est pas

Gaussien (Samorodnitsky, 2002) ce qui est le cas des données financiéres.

@ Ensuite, si le processus n'est pas faiblement stationnaire (stationnarité du second ordre),

les conclusions tirées du comportement asymptotique de la fonction d'autocorrélation
empirique sont fausses.

@ Enfin, le processus de volatilité peut mixer de la dépendance forte et des ruptures.
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@ Ces tests sont basés sur I'hypothése que le processus qui génére les données
est caractérisé par un nombre fini de parameétres,

@ Nous faisons I'hypothese que le processus est de type ARCH, c-a-d avec
hétéroscédasticité dynamique conditionnelle,
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Détection de ruptures : Tests paramétriques

@ Ces tests sont basés sur I'hypothése que le processus qui génére les données
est caractérisé par un nombre fini de parameétres,

@ Nous faisons I'hypothese que le processus est de type ARCH, c-a-d avec
hétéroscédasticité dynamique conditionnelle,

o Ces tests sont basés sur la comparaisons du processus des résidus du processus
ARCH (GARCH) ou la valeur de la vraisemblance sur une fenétre mobile
séparant |'échantillon étudié en deux,
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Détection de ruptures : Tests paramétriques

@ Ces tests sont basés sur I'hypothése que le processus qui génére les données
est caractérisé par un nombre fini de parameétres,

@ Nous faisons I'hypothese que le processus est de type ARCH, c-a-d avec
hétéroscédasticité dynamique conditionnelle,

o Ces tests sont basés sur la comparaisons du processus des résidus du processus
ARCH (GARCH) ou la valeur de la vraisemblance sur une fenétre mobile
séparant |'échantillon étudié en deux,

@ Intuitivement, ces tests ont une limitation (du moins dans I'état actuel des
recherches) : ils ne considérent que des ruptures uniques, (quoique cette
méthode puisse s'étendre au cas de ruptures multiples avec plusieurs fenétres).
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@ Processus ARCH(p) défini par :

P

Xe=owr, op=bo+Y bXZ; erid, Ecq=0, Eeg=1,
j=1

by > 0 et b; > 0.

@ Le processus empirique du carré des résidus éf =

_X
&7

o 1

Kr(s t) = N

S oH{Eg<th-F1)], 0<s<1L.
1<i<[Ts]

F fonction de répartition de £3

«40r «4F»r « =) 4 > Q>
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Tests basés sur le processus empirique du carré des résidus
de séquences ARCH

@ Tests basés sur le processus :

Fr(s.0) =vT- L2 (1 - [TTS]> (Fira(0) — F_rg(0))

avec

Fra0 =g 2 HE<y)

1<i<[Ts]
° F;k'f[Ts](t) est de facon analogue défini en utilisant les résidus d'indices plus
grand que [Ts].
@ Ce test compare la fonction de repartition empirique de &3, ... ,é[ZTS] a celle de
2 ~2
a1 - T

e T7(s,t) ala méme limite que Kr(s,t) — @RT(L t)
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Tests basés sur le processus empirique

Hypotheses

Q La fonction de distribution F de ¢} admet une dérivée f(t) = F'(t) continue sur (0,0),
Q lim, tf(t) =0 et lim, o tF(t) =0, o .
@ e vecteur des paramétres b est estimé par un estimateur non—biaisé b = (b, . .., by) qui
admet la représentation :
~ 1 _ .
b,‘ — b,‘ = ; Z /i(612)ﬁ(5j_1,6j_2, o5 ) + OP(T 1/2)7 0<i< P,

1<j<n

(L’estimateur du Pseudo Maximum de Vraisemblance vérifie cette hypothése.)
@ Les fonctions I; sont réguliéres au sens suivant:

Eli(e3) =0, E[i(£)]? <o, E[fi(co,e_1,... )P <00, 0<i<p,
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Tests basés sur le processus empirique du carré des résidus
de séquences ARCH

@ Sous les hypotheses précédentes, la distribution asymptotique du processus
empirique du carré des résidus d'un processus ARCH est

A

Kt (s,t) N K(s, t) + stf(t)¢,

f est la densité de €2, ¢ est une VA Gaussienne correlée avec K(s, t).

@ Comme

~

Kr(s,t) -5 K(s, t) + stf(t)€,

alors

Tr(s,t) = Rr(sﬁ)—@fﬁ(lﬂ)

~ (K(s,t)+stf(t)f) — s (K7 (1,t) + tf (1))
= K(s,t) —sK(1,1t),
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@ Pour 1

< k < T définissons  (la date de rupture k est inconnue)
A 1, .. 2
F(t) = #li < k& <t}

Fr(t) =

1 . A
ﬁ#{, >k 8,2 < t},
k kY |2 .
Trikt) =vVT = (1- = ‘Fk(t) B (1)
T T
Mr = sup max_ |Tr(k,t)] = max_ max | Tr(k, 52)|
0<t<oo ISKST

1<k T ISET
@ La distribution asymptotique de M7 est la méme que celle de la statistique
généralisée de Kolmogorov—Smirnov
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Estimateur de la date de rupture (supposée unique) :
ke = max{

k: max_ max | Tt(k,
1<K T IET

A2 .
£7) |} si
er(«): valeur critique asymptotique ou bootstrap au seuil «

max_ max_| T7(
1SS T 1ET

k&) > er(e)

«O0>» «F»r « = E E 9DaAr




N

B

@ La statistique de Cramér — von Mises est définie comme suit :

1Ky
::/0 {?Z[K([Ts],é,?)]"’}ds

qui a approximativement la distribution asymptotique suivante :

11
B~B = / / K2(s, u)duds,
0o Jo
ou /C est le processus de Kiefer.
(1961).

@ Les valeurs critiques sont obtenues a partir de Blum, Kiefer et Rosenblatt
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Tests basé sur le rapport de vraisemblance généralisé

@ Sous I'hypothese nulle, le processus est un GARCH(1,1) avec coefficients
constants:

2 2 2 2
Xt:Ut€t7 E¢ ~ N(Oaat)7 O¢ :w+/60t—l+a€t—la
@ Sous I" hypothese alternative: pour t > tg, le processus est ainsi défini :
2 2 2 2
Xi = oier, €~ N(0,07), o7 =w"+ B 07 1+,
ou w* # w, ou B* # B, ou a* # «.

Définition
La statistique du rapport de vraisemblance généralisé est ainsi définie :

A maximum de la fonction de vraisemblance sous I'hypothése nulle
to — 5

o maximum de la fonction de vraisemblance si rupture en tg

(Voir Csorgd et Horvath, 1997)
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Tests basé sur le rapport de vraisemblance généralisé

Notations
@ O, &, (: les valeurs estimées basées sur Xi, ..., X1,

@ &, &, [B: les valeurs estimées basées sur Xi, ..., Xy,

@ @, a, [ les valeurs estimées basées sur Xy 41, .., XT.
Py ~AD A Ar2 A AD
o Définissons 67 = & + 5551 + Gé_4,
e Définissons (52, 52) de fagon similaire & 52.
Puisque nous utilisons une fonction de vraisemblance Gaussienne :

to T
_ ~2 ~2 =2 ~2
—2InAy = — E (Ing;y —Iné%) + E (Ingy —Inéy)
t=1 t=to+1
n A to A T A
> & > & > &
—+ LI — L
6'2 5,2 5.2
t=1 ¢ t=1 t  t=to+1 f
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Tests basé sur le rapport de vraisemblance généralisé

Puisque la date de rupture ty est inconnue, nous considerons la statistique:

A% = max —2In/A,
T k<

@ Méme si les observations sont iid, la statistique A% vérifie un théoreme limite
de type Erdos, avec une distribution exponentielle comme limite.
@ La valeur critique pour laquelle on rejette Hp est :

cr(a) = [Dy(log T) — log[— log(1 — a)] + log 2]?
! 2loglog T

)

avec

d d
Dy(x) = 2log x + > log log x — log I’ (2) .
Remarque

La vitesse de convergence vers cette limite est trés lente, et les valeurs critiques
asymptotiques sont bien plus grandes que les valeurs critiques pour des échantillons
finis, obtenues par simulation; voir Gombay et Horvath (1996).
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Tests basé sur le rapport de vraisemblance généralisé

@ Statistique du rapport de vraisemblance pondérée basée sur le processus :
{h(]. — h)(—2|n A[Th])a 0< h< 1}

@ Si les observations sont indépendantes avec une densité dépendant de b
parameétres, alors ce processus peut étre approximé par

{Zﬁ’zl(WiOY(h), 0< h< 1}, ot WP(-),i=1,...,b sont des ponts
Browniens independants sur I'intervalle unité [0, 1].

@ Sous I'hypothese nulle de constance des paramétres

T-1 1 b
To= T35 k(T - k)(~2InAy) i>/ > (WP)?(h)dh.
k=1 0 =1

@ Les valeurs critiques pour A% sont obtenues a partir de Kiefer (1959)
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Test d'Inclan et Tiao (1994)

@ Basé sur le processus {Dr(h), h € [0,1]}

[Th] X2
i—1 A Th
Dr(h) = Zg—ilfz - % h € [0,1].
P
@ Sous I'hypothese nulle (Ho: variance inconditionnelle constante), le processus
{Dt(h),h € [0,1]} converge vers un pont Brownien sur [0, 1].

@ Un test de constance de la variance inconditionnelle est basé sur la
fonctionnelle suivante du processus {D1(h)}, qui sous I'hypothése nulle Hy
converge en distribution vers le supremum d'un pont Brownien sur
I'intervalle [0, 1]

VT2 sup |Dr(h)| -%5 sup [WO(h)|.
0<h<1 0<h<1
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Test CUSUM de Kokoszka et Leipus (1999)

@ On fait I'hypothése que le processus {X;} est un processus ARCH(c0) défini
par :

X = o8¢, epr~iid, Eeg=0, Varegg=1,
o0

2 2

i w+ZOéth_j, t=1,...,1t,
j=1
o0

o? = w*—i—Zant{j, t=ty+1,..., T,
j=1

et on fait I'hypothése que la variance inconditionnelle change a une date t
inconnue, c-a-d :

*

w w
S - o0 7£ 0.
1=y 1= 7 0f
o L'hypothese nulle est Hp : w = w*, a;j = o pour tout j, tandis que
I'nypothese alternative est qu'il existe un j tel que Ha : w # w* ou a; # a7.

A(n) =
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Test CUSUM de Kokoszka et Leipus (1999)

@ Le test CUSUM est basé sur le processus {Ur(h), h € [0,1]} défini par :

[Th

_ LT —[Th]) [ 1
Ur(h):=VT = [Th]z 2 — %Hﬁ :

@ La statistique de test est basée sur la fonctionnelle suivante du processus

{Ur(h),h € [0,1]}

sup |Ur(h )|/J—> sup ’WO |,
0<h<1 0<h<1

@ La variance o2 est habituellement estimée par des méthodes
non-paramétriques, on utilisera un estimateur spectral szT(q).
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Algorithme proposé par Vostrikova (1981), qui permet d'utiliser les méthodes de
détection d'une rupture unique au cas de détections multiples :

© Appliquer la procédure de test sur I'ensemble de I'échantillon,
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La méthode directe : I'algorithme de segmentation binaire

Algorithme proposé par Vostrikova (1981), qui permet d'utiliser les méthodes de
détection d'une rupture unique au cas de détections multiples :

Algorithme

© Appliquer la procédure de test sur I'ensemble de I'échantillon,
© Si une rupture est détectée, diviser la série en deux,
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La méthode directe : I'algorithme de segmentation binaire

Algorithme proposé par Vostrikova (1981), qui permet d'utiliser les méthodes de
détection d'une rupture unique au cas de détections multiples :
Algorithme

© Appliquer la procédure de test sur I'ensemble de I'échantillon,

© Si une rupture est détectée, diviser la série en deux,

© Sur chacun de ces nouveaux segments ainsi définis, appliquer la procédure de
détection de rupture,
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La méthode directe : I'algorithme de segmentation binaire

Algorithme proposé par Vostrikova (1981), qui permet d'utiliser les méthodes de
détection d'une rupture unique au cas de détections multiples :
Algorithme

© Appliquer la procédure de test sur I'ensemble de I'échantillon,

© Si une rupture est détectée, diviser la série en deux,

© Sur chacun de ces nouveaux segments ainsi définis, appliquer la procédure de
détection de rupture,

©Q Réitérer la procédure de détection de rupture jusqu'a ce qu'aucune nouvelle
rupture ne soit détectée sur les nouveaux segments.
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Limitation de la méthode locale

@ Haut : Procédure de segmentation
binaire,
@ Bas : Méthode adaptative

o 500 000 1500 2000 2300 9000 G800 4000

Question ouverte

Quelle segmentation est la bonne ?
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intéressantes :

Nous proposons ici une méthode globale qui posséde certaines propriétés

@ Méme si les données sont aussi fortement dépendantes,

«Or 4F» «=)» « =) = Q>

Q@ Cette méthode est capable de détecter globalement des ruptures multiples,



Nous proposons ici une méthode globale qui posséde certaines propriétés
intéressantes :

Q@ Cette méthode est capable de détecter globalement des ruptures multiples,
@ Méme si les données sont aussi fortement dépendantes,

@ Cette méthode est basée sur une fonction de vraisemblance Gaussienne, et
peut donc s'adapter facilement au cas multivarié,

«4Or «4F» «=)» «=)» = Q>
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La méthode globale

Nous proposons ici une méthode globale qui posséde certaines propriétés
intéressantes :

Q@ Cette méthode est capable de détecter globalement des ruptures multiples,
@ Méme si les données sont aussi fortement dépendantes,

ette méthode est basée sur une fonction de vraisemblance Gaussienne, e
@ Cett thode est b fonction d bl G t
peut donc s'adapter facilement au cas multivarié,

@ Ce cas multivarié est pertinent si on considére que certaines séries peuvent
avoir des dates de rupture communes,
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La méthode globale

Nous proposons ici une méthode globale qui posséde certaines propriétés
intéressantes :

Cette méthode est capable de détecter globalement des ruptures multiples,
Méme si les données sont aussi fortement dépendantes,

Cette méthode est basée sur une fonction de vraisemblance Gaussienne, et
peut donc s'adapter facilement au cas multivarié,

Ce cas multivarié est pertinent si on considére que certaines séries peuvent
avoir des dates de rupture communes,

© © o060

Enfin, méme si les séries financiéres sont non Gaussiennes, cette méthode
donne des résultats pertinents sur des données financieres
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Pertinence de la méthode globale avec dates de ruptures

communes dans le cas multivarié
Un exemple empirique : les indices FTSE 100 et S&P 500 sur la période 19862002

Détection adaptative de ruptures multiples

dans le cas univarié :

@ Haut : Les séries de rendements sur
I'indice FTSE 100

@ Bas : les séries de rendements sur |'indice
S&P 500

o (les dates estimées de rupture sont

représentées par des lignes verticales)

Remarque

Les dates de ruptures des deux séries semblent communes.
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Présentation de la méthode globale

/

@ Nous supposons que le processus m—dimensionnel {Y; = (Y1,¢, ..., Ym¢) }
change de facon abrupte et est caractérisé par un parameétre § € © qui reste
constant entre deux ruptures.

@ Soit K un entier et soit 7 = {71, 72,...,Tk—1} une suite ordonnée d'entiers
Vériflant 0 <y < m < ... <Tk_1 < T.

@ Pour tout 1 < k < K, soit U(Y+,_,+1,..., Y, 0) une fonction de contraste
pour estimer la vraie valeur inconnue du parameétre d'intérét sur le segment k.
e L'estimateur du contraste minimum de #(Y,,_,41,...,Y5,), calculé sur le

k€M segment de T, est défini comme la solution du probléme de minimisation

suivant :

U (YTHH, Y B(Y ,YTk)) <U(Yr i1, Y0 0), Y0 € O,
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Pour tout 1 < kK < K, définissons G comme suit :

N

G(YTk—l"r]-’ . ,Y‘rk) =U (Y‘rk_1+17 <. ’YTk'

, (YTk—1+1’
Définissons la fonction de contraste J(7,Y) :

..,Yfk)> .

K
1
J(T,Y) = ?ZG(YTI(—I“F]-" ,YTk),
k=1
avecg=0et 7 = T.

«40r «4F»r « =) 4 Q>

it
v



@ Nous considérons des ruptures dans la matrice de covariance de la suite {Y.},

«O)>» «Fr < > < » Q>



@ Nous considérons des ruptures dans la matrice de covariance de la suite {Y.},
@ Plus précisément, nous supposons qu'il existe un entier K*, une suite

T ={r, 7, T Javec g =0 < T <L < TR <Th. =T et K*
(m x m) matrices de covariance X1, X;,..., Xk« telles que

COVYt = ]E(Yt —E (Yt))(Yt —E (Yt))/ = zk for 7-;:_1 + 1 < t <

*
Ty -
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@ Nous considérons des ruptures dans la matrice de covariance de la suite {Y.},
@ Plus précisément, nous supposons qu'il existe un entier K*, une suite

T ={rf, 75, . T JavecTd =0< 1 < < Tg._ <Th. =T et K*
(m x m) matrices de covariance X1, X;,..., Xk« telles que
COVYt = ]E(Yt —E (Yt))(Yt —E (Yt))/ = zk for 7_;:_1 + 1 < t <
Nous considérons deux configurations particuliéres :

*
Ty -
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La méthode globale

Modele M1: Il existe un vecteur m-dimensionnel u tel que E(Y;) = pu pour
t=1,2,..., T. Deplus, Xy # Xyy1 pour 1 < k< K*—1.

Dans ce cas simple de ruptures dans la matrice de covariance (sans rupture dans la
moyenne) qui présente un intérét pour les processus de volatilité multivariés, nous
utilisons la fonction de contraste basée sur la fonction de log—vraisemblance
gaussienne :

K
1 .
J(r,Y) = 7 E ng log |, |, (G)
k=1

ol ng = Tk — Tk—1 est la longueur du segment k, X, est la matrice (m x m) de
covariance empirique calculée sur le segment k:

- 1 Tk _ _
I, =— S (Y= Y)Y - YY)
k t=7_1+1

_ T . . . .
Y=T71 > 1 Yt i la moyenne empirique du vecteur m—dimensionnel Y, calculée
sur la série compléte.
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La méthode globale

Modeéle M2: Il existe K* vecteurs m—dimensionnels 1, ... ik« tels que
E(Y:) = pux pour 771 + 1 < t < 7. De plus, (pk, k) # (pkr1, Zkt1) pour
1<k<K—1.

Pour la détection de ruptures dans le vecteur des moyennes et/ou la matrice de
covariance d'une suite multivariée de variables aléatoires, cette fonction de
contraste se réduit a :

K
1 _
J(T,Y) = 72’” log | X+, | (&)
k=1

ol la matrice X,, de covariance empirique de dimension (m x m) est calculée sur le
segment k :

~ 1 Tk _ _
ZTk = I'T Z (Yt - YTk)(Yf - YTk)/
k t=Tk_1+1

v, -1 . - : :
Y, =n >k +o_1+1 Yt 1 moyenne empirique du vecteur m—dimensionnel Y sur
ce segment.
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La méthode globale

Des résultats asymptotiques pour |'estimateur du contraste minimum de 7*
peuvent étre obtenus dans la cadre asymptotique suivant :

Al Pour tout 1 <i< mettoutl<t<T,définissons n;; = Ye; —E(Ye). ll
existe C > 0 et 1 < h < 2 tels que pour tout u > 0 et tout s > 1,

u+s 2

El Y nei] <CO)s".

t=u+1

(A1 est vérifiée avec h =1 pour des suites faiblement dépendantes et 1 < h < 2
pour des suites fortement dépendantes.)

A2 |l existe une suite 0 < a3 < ap < ... < ak~_1 < ak~ = 1 telle que pour tout
T >1etpourtoutl < k< K*—1, 77 =[Tal.
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La méthode globale

Quand le vrai nombre K* de segments est connu, nous avons le résultat suivant sur
la vitesse de convergence de I'estimateur de contraste minimum de 7*:

Théoreme

Supposons que les conditions A1-A2 soient vérifiées. Dans le cas du modéle M1
(resp. modéle M2), soit #1 les dates qui minimisent le contraste empirique
J(7,Y) défini par I'équation (Cy) (resp. (Gy)). Alors, la suite {T||#F1 — 7*|| } est
uniformement tendue en probabilité :

lim lim P Tk — Tk =0.
Tl—r)no<>6L>n<20 (1<kn;?<)§—1‘77—’k Tkl > 0) =0 (G)

(lci, J(T,Y) est minimisé sur toutes les séquences possibles T de longueur K*)
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de la variance)

On utilise une fonction de contraste Gaussienne (cas de détection de changements
o Cas univarié :

J(T,Y)

Z Tilogo?, T = {m,m,.
e k 1
ordonnée d’entiers vérifiant 0 < 7y < 7 <
la longueur du segment k

Tk—1} est une suite

<TK_1< T, ng=7k— Tk_1 est

«Or 4F» «=)» « =) = Q>
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La méthode globale

On utilise une fonction de contraste Gaussienne (cas de détection de changements
de la variance)
K
o Cas univarié : J(7,Y) Z wlogo?, T = {71, 7,...,Tk_1} est une suite

ordonnée d’entiers vérifiant 0 < m<m<...<tk_1<T, ne=r7x—Tk_1 est
la longueur du segment k,

e Cas multivarié : J(7,Y) z Ty log |ZTk\

La matrice (m x m) de covariance empirique ZTk est calculée sur le segment k

N 1 Tk _ _
sz = n Z (Yt—YTk)(Yt_YTk)/
k t=Tk—1+1
Y, = T, Zt e +1 Y¢ 1 moyenne empirique de la série m—dimensionnelle

Y sur ce segment.
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J(7,y) + Bpen(T) = J(1,y) + BTK

Les dates de ruptures sont estimées en minimisant la fonction de contraste pénalisée
ol

Q@ (7K : terme de pénalité qui contrdle le niveau de résolution de la
segmentation 7 = {71, 7, .

Sy TK-1}-

«Or 4F» «=)» « =) = Q>
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La méthode globale

Les dates de ruptures sont estimées en minimisant la fonction de contraste pénalisée
J(7,y) + Bpen(7) = J(7,y) + STK

ou

Q@ 7K : terme de pénalité qui contrdle le niveau de résolution de la
segmentation 7 = {71, 72, ..., Tk_1}.

@ Si 3 est une fonction de T qui tend vers 0 a une vitesse appropriée quand T
tend vers l'infini, le théoréme suivant établit que le nombre de segments
estimés converge en probabilité vers K* et que I'équation (C3) est toujours
vérifiée.
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Terme de pénalité

Théoreme

Soit {1} une suite positive de nombres réels telle que

Br — 0 et T> "3 — o0, 1<h<2.
T—oo T—oc0

Alors, sous les hypothéses A1-A2, le nombre estimé de segments K(771), ot T
est I'estimateur du minimum de contraste pénalisé de T*, obtenu en minimisant
J(7,Y) + Brpen(T), converge en probabilité vers K*.

(Ici, le la fonction de contraste J(7T,Y) est minimisée sur I'ensemble de toutes les
suites possibles T et pour tous les K possibles, 1 < K < Kpnax, Kmax €tant une
borne supérieure finie de K*)
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Choix standards pour 8 (qui surestiment le nombre de ruptures) :
o fBr =log(T)/T (BIC)

e A7 =4log(T)/T'~29 pour des séries fortement dépendantes.

@ Un praticien étudiant des données réelles ne connait pas d,

it
v

«40r «4F»r « =) 4 Q>



Choix standards pour 8 (qui surestiment le nombre de ruptures) :
o fBr =log(T)/T (BIC)

e A7 =4log(T)/T'~29 pour des séries fortement dépendantes.

@ Un praticien étudiant des données réelles ne connait pas d,
o Comment estimer d a partir des données ?
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Terme de pénalité

Choix standards pour /3 (qui surestiment le nombre de ruptures) :
Bt =1log(T)/T (BIC)
B = 4log(T)/T*2? pour des séries fortement dépendantes.

Un praticien étudiant des données réelles ne connait pas d,

Comment estimer d a partir des données 7

Si le processus n'est pas stationnaire, les méthodes d’estimation dans le
domaine spectral donnent des résultats incorrects qui surestiment d et donc
augmentent de facon artificielle S.
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Terme de pénalité

Choix standards pour /3 (qui surestiment le nombre de ruptures) :

Bt =1log(T)/T (BIC)
B = 4log(T)/T*2? pour des séries fortement dépendantes.

Un praticien étudiant des données réelles ne connait pas d,

Comment estimer d a partir des données 7

Si le processus n'est pas stationnaire, les méthodes d’estimation dans le
domaine spectral donnent des résultats incorrects qui surestiment d et donc
augmentent de facon artificielle S.

@ Une possibilité est d'utiliser des méthodes d'estimation dans le domaine des
ondelettes, mais dans ce cas une grande taille d'échantillon est requise
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Terme de pénalité

Choix standards pour /3 (qui surestiment le nombre de ruptures) :
Bt =1log(T)/T (BIC)
B = 4log(T)/T*2? pour des séries fortement dépendantes.

@ Un praticien étudiant des données réelles ne connaft pas d,

o Comment estimer d a partir des données 7

@ Si le processus n’est pas stationnaire, les méthodes d'estimation dans le
domaine spectral donnent des résultats incorrects qui surestiment d et donc
augmentent de facon artificielle S.

@ Une possibilité est d'utiliser des méthodes d'estimation dans le domaine des
ondelettes, mais dans ce cas une grande taille d'échantillon est requise

@ Les meilleurs résultats sont obtenus avec des méthodes adaptatives, de telle
facon que la segmentation ne dépende pas (trop) de
(Détection d'une rupture dans la courbure de la courbe (K, Jk) : on choisit K
de telle fagon que Ji cesse de décroitre significativement)
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Choix adaptatif du parametre de pénalité

Supposons que la pénalisation pen(7) dépende seulement de la dimension du
modele, c-a-d de K le nombre de segments, posons

Jk = J(F7k,Y),
pk = vpen(T), V1€ Tk
bk = pen(Tk).

Donc, pour tout paramétre de pénalité 5 > 0, la solution 7(8) minimise le
contraste pénalisé :

7(5) arg mTin(J(T, Y) + fpen(T))

= Tk

K(B) = arg min{Jic + Bp}.
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Choix adaptatif du parametre de pénalité

La solution f((ﬁ) est une fonction constante par morceaux de 3. Plus précisément,
si K(8) = K,

Jk + Bk < E’Q(JL + BpL).

Donc, B vérifie
Ik —J J—J
max L < B < min £ 7K.
L>K pL — pk L<K pk — pL
Donc, il existe une suite {K; =1 < Ky < ...}, et une suite {fp =00 > f1 > ...},
avec ] y
Bj= S >,
PKiy1 — PK;
telle que R(B) = K;, VB € [Bi, Bi—1). De plus, le sous-ensemble {(px;, Jk;),i > 1}
est I'enveloppe convexe de I'ensemble {(px, Jk), K > 1}.
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Choix adaptatif du parametre de pénalité

@ La séquence estimée 7(3) ne doit pas fortement dépendre du choix du
coefficient de pénalisation 3 (une petite variation de 3 ne doit pas mener a
une solution 7 radicalement différente.)

o Cette stabilité de la solution par rapport au choix de [ sera assurée si nous
retenons seulement les plus grands intervalles [5;, 5i—1),7 > 1.

Nous proposons la procédure suivante :
Q pour K=1,2,..., Kyax, calculer #x, Jx = J(Tk,Y) et px = pen(Fk),
@ calculer les séries {K;} et {3}, et les longueurs {lx,} des intervalles [5;, B;i-1),
© garder la(les) plus grande(s) valeur(s) de K; telle(s) que Ix, > Ix;, pour j > i.

Gilles Teyssiere, Université de Goteborg, et Invité CREST, LS Formation par la Recherche, Ensae-Crest, Mars-Avril 2007, Lecon 3



résumée ainsi :

Une méthode graphique classique et naturelle pour sélectionner la dimension K peut étre

© examiner comment le contraste Jx décroit quand K (c-a-d, px) augmente,
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résumée ainsi :

Une méthode graphique classique et naturelle pour sélectionner la dimension K peut étre

© examiner comment le contraste Jx décroit quand K (c-a-d, px) augmente,

@ sélectionner la dimension K pour laquelle Jx cesse de décroitre significativement.

«Or 4F» «=)» « =) = Q>



résumée ainsi :

Une méthode graphique classique et naturelle pour sélectionner la dimension K peut étre

© examiner comment le contraste Jx décroit quand K (c-a-d, px) augmente,
@ sélectionner la dimension K pour laquelle Jx cesse de décroitre significativement.

@ Approche heuristique cherche la courbure maximale de la courbe (pk , Jk),
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Choix adaptatif du parametre de pénalité: Approche
heuristique

Une méthode graphique classique et naturelle pour sélectionner la dimension K peut étre
résumée ainsi :

@ examiner comment le contraste Jx décroit quand K (c-a-d, px) augmente,

@ sélectionner la dimension K pour laquelle Jx cesse de décroitre significativement.

@ Approche heuristique cherche la courbure maximale de la courbe (pk , Jk),
@ Dérivée seconde de cette courbe est reliée directement avec la longueur de I'intervalle

(18, Bi=1), i = 1),

Gilles Teyssiere, Université de Goteborg, et Invité CREST, LS Formation par la Recherche, Ensae-Crest, Mars-Avril 2007, Lecon 3




Introduction
Détection de ruptures : Tests paramétriques Méthode locale
Détection de ruptures : Tests semiparamétriques Méthode globale
Détection de ruptures multiples

Choix adaptatif du parametre de pénalité: Approche
heuristique

Une méthode graphique classique et naturelle pour sélectionner la dimension K peut étre
résumée ainsi :

@ examiner comment le contraste Jx décroit quand K (c-a-d, px) augmente,

@ sélectionner la dimension K pour laquelle Jx cesse de décroitre significativement.

@ Approche heuristique cherche la courbure maximale de la courbe (pk , Jk),

@ Dérivée seconde de cette courbe est reliée directement avec la longueur de I'intervalle
(1Bi, Biz1),1 = 1),

@ Si nous représentons les points (pk , Jk), pour 1 < K < Kuax, i est la pente entre les
points (me JK,‘) et (pKr'Al‘r JK«'+1)'

Gilles Teyssiere, Université de Goteborg, et Invité CREST, LS Formation par la Recherche, Ensae-Crest, Mars-Avril 2007, Lecon 3
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Choix adaptatif du parametre de pénalité: Approche
heuristique

Une méthode graphique classique et naturelle pour sélectionner la dimension K peut étre
résumée ainsi :

@ examiner comment le contraste Jx décroit quand K (c-a-d, px) augmente,

@ sélectionner la dimension K pour laquelle Jx cesse de décroitre significativement.

Approche heuristique cherche la courbure maximale de la courbe (px , Jk),

Dérivée seconde de cette courbe est reliée directement avec la longueur de I'intervalle

(18 Bi1),i > 1),

@ Si nous représentons les points (pk , Jk), pour 1 < K < Kuax, i est la pente entre les
points (me JK,‘) et (pKr'Al‘r JK«'+1)'

@ Donc, chercher quand Ji cesse de décroitre équivaut a chercher une rupture dans la

pente de cette courbe,
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Choix adaptatif du parametre de pénalité: Approche
heuristique

Une méthode graphique classique et naturelle pour sélectionner la dimension K peut étre
résumée ainsi :

@ examiner comment le contraste Jx décroit quand K (c-a-d, px) augmente,

@ sélectionner la dimension K pour laquelle Jx cesse de décroitre significativement.

@ Approche heuristique cherche la courbure maximale de la courbe (pk , Jk),

@ Dérivée seconde de cette courbe est reliée directement avec la longueur de I'intervalle
([8i, Bi-1),i = 1),

@ Si nous représentons les points (pk , Jk), pour 1 < K < Kuax, i est la pente entre les
points (me JK,‘) et (pKr'Al‘r JK«'+1)'

@ Donc, chercher quand Ji cesse de décroitre équivaut a chercher une rupture dans la
pente de cette courbe,

o Enfin, la variation de la pente au point (pk, Ji) est précisemment la longueur lx, de cet
intervalle [3;, 8i—1).
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longueurs {/;} mais est difficile a automatiser.

o La méthode proposée requiert une inspection soigneuse de la séquence des
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Choix adaptatif et automatique du parametre de pénalité

@ La méthode proposée requiert une inspection soigneuse de la séquence des
longueurs {/;} mais est difficile a automatiser.

@ Considérons une autre approche pour sélectionner le modele qui fournit de trés
bons résultats et qui est bien plus facile a automatiser pour des applications
pratiques.
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Choix adaptatif et automatique du parametre de pénalité

@ La méthode proposée requiert une inspection soigneuse de la séquence des
longueurs {/;} mais est difficile a automatiser.

@ Considérons une autre approche pour sélectionner le modele qui fournit de trés
bons résultats et qui est bien plus facile a automatiser pour des applications
pratiques.

o Idée de la méthode : modéliser la décroissance de la suite {Jx} quand il n'y a
pas de rupture dans la série {Y,} et de chercher pour quelle valeur de K ce
modele ajuste la série des contrastes observés.

Gilles Teyssiere, Université de Goteborg, et Invité CREST, LS Formation par la Recherche, Ensae-Crest, Mars-Avril 2007, Lecon 3
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Choix adaptatif et automatique du parametre de pénalité

@ La méthode proposée requiert une inspection soigneuse de la séquence des
longueurs {/;} mais est difficile a automatiser.

@ Considérons une autre approche pour sélectionner le modele qui fournit de trés
bons résultats et qui est bien plus facile a automatiser pour des applications
pratiques.

o Idée de la méthode : modéliser la décroissance de la suite {Jx} quand il n'y a
pas de rupture dans la série {Y,} et de chercher pour quelle valeur de K ce
modele ajuste la série des contrastes observés.

@ Sans rupture dans la variance, la distribution jointe de la séquence {Jk} est
trés difficile a calculer de fagn analytique,
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Choix adaptatif et automatique du parametre de pénalité

@ La méthode proposée requiert une inspection soigneuse de la séquence des
longueurs {/;} mais est difficile a automatiser.

@ Considérons une autre approche pour sélectionner le modele qui fournit de trés
bons résultats et qui est bien plus facile a automatiser pour des applications
pratiques.

o Idée de la méthode : modéliser la décroissance de la suite {Jx} quand il n'y a
pas de rupture dans la série {Y,} et de chercher pour quelle valeur de K ce
modele ajuste la série des contrastes observés.

@ Sans rupture dans la variance, la distribution jointe de la séquence {Jk} est
trés difficile a calculer de fagn analytique,

@ Mais quelques simulations de Monte-Carlo montrent que cette séquence
décroit comme 1 K + oK log(K).

Gilles Teyssiere, Université de Goteborg, et Invité CREST, LS Formation par la Recherche, Ensae-Crest, Mars-Avril 2007, Lecon 3
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Choix adaptatif et automatique du parametre de pénalité

@ Dix séquences de fonctions de
contraste {Jk} calculées a partir de

osf ] dix séquences de variables aléatoires

gaussiennes i.i.d., dont le coefficient

07 4 X
] de corrélation est p = 0.5
of @ L’'ajustement avec la fonction

o5l K aK + K log(K) est presque
y \ toujours parfait (r?> > 0.999). (les
4 k

\ coefficients estimés ¢&; et ¢ sont
o différents pour chacune de ces

o -] séries).
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Algorithme pour le choix adaptatif et automatique du
parameétre de pénalité

Algorithme
Pour i=1,2,...,
Q ajuster le modele :
Jk = aK + K log(K) + ex,

a la série {Jk, K > K;}, en supposant que {ex} est une suite de variables aléatoires
gaussiennes centrées et i.i.d.,
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Algorithme pour le choix adaptatif et automatique du
parameétre de pénalité

Algorithme
Pour i=1,2,...,
Q ajuster le modele :
Jk = aK + K log(K) + ex,

a la série {Jk, K > K;}, en supposant que {ex} est une suite de variables aléatoires
gaussiennes centrées et i.i.d.,
@ évaluer la probabilité que Jk,—1 suive aussi ce modele, c-a-d., estimer la probabilité

PK,- = P(eK,.,l = JK,'fl = él(Ki = 1) + 62(K,- = 1) |Og(K, = 1))7

sous le modele estimé.
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Algorithme pour le choix adaptatif et automatique du
parameétre de pénalité

Algorithme
Pour i=1,2,...,
Q ajuster le modele :
Jk = aK + K log(K) + ex,

a la série {Jk, K > K;}, en supposant que {ex} est une suite de variables aléatoires
gaussiennes centrées et i.i.d.,
@ évaluer la probabilité que Jk,—1 suive aussi ce modele, c-a-d., estimer la probabilité

PK,- = P(eK,.,l = JK,'fl = él(Ki = 1) + 62(K,- = 1) |Og(K, = 1))7

sous le modele estimé.
© Le nombre estimé de segments sera la plus grande valeur de K; telle que la P—-valeur Pk;
soit plus petite qu'un seuil donné a.. (Nous fixons v = 1077 et Kyax = 20)
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Détection de ruptures : Tests paramétriques

Détection de ruptures : Tests semiparamétriques

Détection de ruptures multiples

Application a la série bivariée du FT100 et S&P 500

Méthode locale
Méthode globale
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@ Détection adaptative multivariée
des ruptures

@ Haut : la série des rendements sur
le FTSE 100

@ Bas : la série des rendements sur le
S&P 500
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@ Sur des données simulées (processus GARCH multivariés), nous observons
plus de précision que dans le cas univarié,

qu'utiliser la méthode multivariée permet de détecter les ruptures avec bien
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Domaine de validité de la méthode

@ Sur des données simulées (processus GARCH multivariés), nous observons
qu'utiliser la méthode multivariée permet de détecter les ruptures avec bien
plus de précision que dans le cas univarié,

@ Sur des données simulées, nous observons que cette méthode semiparamétrique
donne de biens meilleurs résultats qu'une méthode paramétrique, par exemple
la méthode du rapport de vraisemblance généralisé étendue au cas multivarié,
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Domaine de validité de la méthode

@ Sur des données simulées (processus GARCH multivariés), nous observons
qu'utiliser la méthode multivariée permet de détecter les ruptures avec bien
plus de précision que dans le cas univarié,

@ Sur des données simulées, nous observons que cette méthode semiparamétrique
donne de biens meilleurs résultats qu'une méthode paramétrique, par exemple
la méthode du rapport de vraisemblance généralisé étendue au cas multivarié,

@ Sur des données réelles (non Gaussiennes), nous remarquons que la méthode
automatique détecte les principales variations de la volatilité (krach boursiers)
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Domaine de validité de la méthode

@ Sur des données simulées (processus GARCH multivariés), nous observons
qu'utiliser la méthode multivariée permet de détecter les ruptures avec bien
plus de précision que dans le cas univarié,

@ Sur des données simulées, nous observons que cette méthode semiparamétrique
donne de biens meilleurs résultats qu'une méthode paramétrique, par exemple
la méthode du rapport de vraisemblance généralisé étendue au cas multivarié,

@ Sur des données réelles (non Gaussiennes), nous remarquons que la méthode
automatique détecte les principales variations de la volatilité (krach boursiers)

@ Néanmoins, I'utilisateur peut choisir une configuration qui lui semble plus
réaliste en choisissant la P-valeur Pk..
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@ Approche alternative : détecter les ruptures “en ligne”, c-a-d détecter les changements
de parameétres d'un processus dont les données sont en cours de collecte.
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GARCH(p, q) basé sur le score de la vraisemblance :

@ Approche alternative : détecter les ruptures “en ligne”, c-a-d détecter les changements
@ Berkes et al. (2004) : Tests “en ligne” de la constance des paramétres d'un processus

de parameétres d'un processus dont les données sont en cours de collecte.
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@ Berkes et al. (2004) : Tests “en ligne” de la constance des paramétres d'un processus
GARCH(p, q) basé sur le score de la vraisemblance :

@ Approche alternative : détecter les ruptures “en ligne”, c-a-d détecter les changements
de parameétres d'un processus dont les données sont en cours de collecte.

@ On suppose que le processus {X;} est supposé homogene sur l'intervalle [Xi, X,].
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@ Berkes et al. (2004) : Tests “en ligne” de la constance des paramétres d'un processus
GARCH(p, q) basé sur le score de la vraisemblance :

@ Approche alternative : détecter les ruptures “en ligne”, c-a-d détecter les changements
de parameétres d'un processus dont les données sont en cours de collecte.

@ On suppose que le processus {X;} est supposé homogene sur l'intervalle [Xi, X,].
o Une fois processus Xi, ..., X), observé, on estime ses paramétres 6,,,
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Détection en ligne

@ Approche alternative : détecter les ruptures “en ligne”, c-a-d détecter les changements
de paramétres d'un processus dont les données sont en cours de collecte.

@ Berkes et al. (2004) : Tests “en ligne” de la constance des parametres d'un processus
GARCH(p, g) basé sur le score de la vraisemblance :

@ On suppose que le processus {X;} est supposé homogeéne sur l'intervalle [ X1, X;,].

@ Une fois processus X, ..., X, observé, on estime ses parametres 6,

@ Sur le processus en cours d'observation aprés la date m, on détecte la “date d'alarme”
la plus précoce k, telle que le processus ne soit plus considéré comme homogeéne.
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Détection en ligne

@ Approche alternative : détecter les ruptures “en ligne”, c-a-d détecter les changements
de paramétres d'un processus dont les données sont en cours de collecte.

@ Berkes et al. (2004) : Tests “en ligne” de la constance des parametres d'un processus
GARCH(p, g) basé sur le score de la vraisemblance :

@ On suppose que le processus {X;} est supposé homogeéne sur l'intervalle [ X1, X;,].

@ Une fois processus X, ..., X, observé, on estime ses parametres 6,

@ Sur le processus en cours d'observation aprés la date m, on détecte la “date d'alarme”

la plus précoce k, telle que le processus ne soit plus considéré comme homogeéne.
@ On utilise la fonction de décision suivante :

~

cwy=(1+5) vm || 2 MT(i(ém))*” L l<r<

00
m<t<m+k
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Détection en ligne

@ Approche alternative : détecter les ruptures “en ligne”, c-a-d détecter les changements
de paramétres d'un processus dont les données sont en cours de collecte.

@ Berkes et al. (2004) : Tests “en ligne” de la constance des parametres d'un processus
GARCH(p, g) basé sur le score de la vraisemblance :

@ On suppose que le processus {X;} est supposé homogeéne sur l'intervalle [ X1, X;,].

@ Une fois processus X, ..., X, observé, on estime ses parametres 6,

@ Sur le processus en cours d'observation aprés la date m, on détecte la “date d'alarme”
la plus précoce k, telle que le processus ne soit plus considéré comme homogeéne.

@ On utilise la fonction de décision suivante :

~

C(k) == <1 + %)71 \/571 Z aﬁt(em)T (f(ém)>71/2 , 1<k<o,

06
m<t<m+k
@ ol | - | est la norme maximale des vecteurss, £,(-) est la contribution de I'observation t
a la fonction de vraisemblance Z(-) est I'estimateur OPG de la matrice de covariance de

|'estimateur.
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Détection en ligne

@ Approche alternative : détecter les ruptures “en ligne”, c-a-d détecter les changements
de paramétres d'un processus dont les données sont en cours de collecte.

@ Berkes et al. (2004) : Tests “en ligne” de la constance des parametres d'un processus
GARCH(p, g) basé sur le score de la vraisemblance :

@ On suppose que le processus {X;} est supposé homogeéne sur l'intervalle [ X1, X;,].

@ Une fois processus X, ..., X, observé, on estime ses parametres 6,

@ Sur le processus en cours d'observation aprés la date m, on détecte la “date d'alarme”
la plus précoce k, telle que le processus ne soit plus considéré comme homogeéne.

@ On utilise la fonction de décision suivante :

~

cwy=(1+5) vm || 2 MT(i(ém))*” L l<r<

06
m<t<m+k
@ ol | - | est la norme maximale des vecteurss, £,(-) est la contribution de I'observation t
a la fonction de vraisemblance Z(-) est I'estimateur OPG de la matrice de covariance de

I'estimateur.
o Les valeurs critiques de la statistique C(x) sont données dans Berkes et al. (2004).
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